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inti;(ii)1(;t[(i\. 


Les  ('\ii;ciu't's  de  la  {(l'cpaiatioii  aii\  rxanicns  sont 
actiK'lleinont  telles  que  les  professeiiis  dr  Mallicnia- 
tiqiies  spéciales  se  voient  le  |)liis  souvciil  t'oreés  de 
laisser  complètement  de  côté  tous  les  siijels  dont  les 
programmes  oftieiels  ne  font  pas  explicitement  men- 
tion. Cliacjue  année,  les  cours  de  Géométrie  analyli(|ne 
prennent  une  extension  plus  considérable,  au  détri- 
ment de  l'cMiseignement  de  la  (iéométrie.  (jui  se  ti'ouve 
de  plus  en  plus  négligé.  Il  send)le  pourtant  que  l'étude 
des  travaux  de  Poneelet,  de  Cliasles  cl  de  Laguerre, 
contribuerait,  mieux  que  l'examen  des  divers  modes  de 
discussion  de  ré(|uation  en  S,  à  dév(do|)per  l'esprit 
géométrique  des  élèves,  ce  qui  doit  être,  bien  qu'on  ait 
trop  souvent  paru  le  perdre  de  vue,  le  principal  but  de 
l'étude  des  Matbématicjues. 

Quoi  (ju'il  en  soit,  les  bons  élèves  des  classes  de 
Spéciales,  les  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  et 
les  candidats  à  l'Agrégation  s'intéresseront  toujours 
aux  métbodes  géométriques,  qui  leur  permettent  sou- 
vent de  résoudre  avec  élégance  des  problèmes  dont  la 
solution  analytique  serait  parfois  des  plus  laborieuses; 
dans  tous  les  cas,  ces  considéialions  leur  fourniront 
toujours  des  indications  précieuses. 

Ils  ont  avant  tout  à  leur  disposition  l'excellent  Traité 
de  M.  Rouelle,  qui  renferme  un  exposé  clair  et  sub- 
stantiel d'un  certain  nombre  des  métbodes  de  la  Géo- 
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métrie  moderne,  ainsi  que  le  très  intéressant  Traité  de 
Géométrie  analytique  de  M.  Picquet,  dont  ce  géomètre 
n'a  malheureusement  publié  que  le  volume  consacré  au 
plan. 

Nous  avons  rédigé  ces  pages  à  l'usage  de  ceux  qui  dé- 
sirent se  familiariser  un  peu  plus  avec  le  maniement  des 
méthodes  de  la  Géométrie  moderne.  C'est  dire  que  ce 
travail,  que  nous  avons  voulu  faire  très  court,  n'a  aucu- 
nement la  prétention  d'être  complet.  Sophus  Lie  y  est 
à  peine  cité;  la  plupart  des  travaux  de  Cayley,  de  Cre- 
mona,  d'Halphen,  de  Plûcker,  de  Klein,  etc.,  n'y  sont 
pas  mentionnés;  nous  ne  disons  rien  non  plus  des  élé- 
gantes méthodes  de  la  Géométrie  cinématique,  dont 
M.  Mannheim  a  su  tirer  un  si  heureux  parti.  Il  est  inu- 
tile d'ajouter  qu'en  aucun  point  nous  n'abordons  la 
théorie  des  courbes  et  des  surfaces.  De  plus,  parmi  les 
sujets  traités,  la  plupart  sont  loin  de  l'être  complè- 
tement; nous  avons  surtout  voulu  ouvrir  des  horizons 
nouveaux  à  nos  jeunes  lecteurs. 

Après  avoir  précisé  le  caractère  hautement  analytique 
de  la  Géométrie  moderne,  et  donné  quelques  notions 
préliminaires  sur  les  transformations  des  ligures,  nous 
étudions  les  divisions  et  les  faisceaux  homographiques 
ou  en  involution,  puis  les  transformations  homogra- 
phiques et  corrélatives  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 
Nous  appliquons  ensuite  ces  théories  à  l'étude  de  pro- 
priétés des  courbes  et  des  surfaces  du  second  degré. 
Nous  terminons  par  une  élude  sommaire  de  l'inversion, 
des  transformations  quadratiques  planes,  et  disons 
quelques  mots  de  la  transformation  de  Lie. 

Nous  nous  sommes  efforcé  de  mettre  les  lecteurs  en 
mesure  de  se  servir  eux-mêmes  des  méthodes  indiquées 
pour  résoudre  les  problèmes  qu'ils  ont  à  traiter;  aussi 
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avons-ni)U>  iloiiiu'  un  i^raml  iKHiiliitî  di'Xt'mpli's  variés, 
tout  en  adoptant,  dans  ces  applications,  une  rédaction 
assez  concise  pour  exiger  de  nus  lecteurs  ces  <|uel<|nes 
efforts  de  réflexion  sans  les(|iiiis  ton!  ti;iv;iil  rôle  le 
plus  souvent  sans  profit  réel. 

Des  notes  nonihi-euscs  donnent  (If  hrcvcs  indications 
historiques. 

Quant  aux  ligures,  nous  les  avons  peu  rnnlli|diées, 
nous  conlorniant  ainsi  aux  idées  de  Cliasles  lui-rnénie, 
et  convaincu  (|ue  des  notations  convenahlenn'nl  choi- 
sies permettent  généralement  de  suivi»'  une  démon- 
stration mieux  (ju'une  ligure  (|iii  détourne  forcément 
l'attention. 

Au  cours  de  la  rédaction  de  ce  tiavail,  noire  éuïinent 
maître,  M.  Mannheim,  a  hien  voulu  nous  aider  de 
(juehjues  précieux  conseils  :  nous  le  [)rions  d'agréer  à 
ce  sujet  l'expression  de  notre  piofonde  reconnaissance. 

Tous  nos  remerciments  à  notre  camarade,  M.  A.  Mer- 
cier, Ingénieur  des  Télégraphes,  qui  a  accepté  de  nous 
aider  dans  la  revision  des  épreuves. 
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Emploi  des  imaginaires  :  I.  A|icrru  histori(Hio.  —  "2.  RoIp  des  iiii;i;;in.iii<s.  — 
3-5.  Délinitions.  —  G-8.  Coonlonneis  barycuntriqucs.  —  0-10.  Plan  tangent. 
Points  iiiulti[ili's.  —  11.  Aiiplication  aux  (|uailri<iiies.  —  12.  Intersection  <Ie 
«leiix  surfaces.  —  KJ.  Plan  de  l'infini.  —  14.  Caractère  analytique  de  la 
(îc'oniétrie  moderne. 

Premières  notions  sur  les  transformations  :  15.  Transformations.  —  IG.  ApeP(;u 
iiistoricjue.  —  17.  ïransforniations  ponctuelles.  —  18-20.  Transformations  de 
contact  dans  le  plan.  Exemples.  —  21-22.  Transformations  de  contact  dans 
l'espace. 


(domine  loiiles  les  branches  de  la  Science  mathémalique, 
la  Géoniélrie  a  fait  dans  ce  si«''cle  des  progrès  considcrables; 
l'inlroduclioii  des  imaginaires  ol  l'emploi  des  Iransforma- 
lions  des  ligines  on  ont  élé  les  principaux  faclenrs. 

Emploi  des  imaginaires. 

1.  L'inlrodiiclion  des  imaginaires  est  une  conséquence  de 
rai)plicalion  de  l'Analyse  à  l'élude  de  la  (iéométrie,  permise 
D.  1 
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par  l'iisiigv  (les  cooidonnécs  de  Descartes  (').  Au  moyen  de 
la  (iéométric  analytique  on  put  soumellie  à  un  môme  traite- 
ment des  courbes  ou  des  surfaces  jouissant  de  propriétés 
diiïérentes;  par  exemi)le,  l'équalion  des  cercles  ayant  un 
métnc  axe  radical  est  la  même,  que  ces  cercles  se  coupent 
ou  non;  par  suite,  les  "projjriétés  relatives  à  des  cercles  qui 
passent  par  deux  poinis  fixes  s'élendronl,  en  général,  aux 
cercles  ayant  même  axe  radical  el  ne  le  coupant  pas;  or  il 
arrivera  souvent  que  ces  propriétés  seront  faciles  à  prouver 
géométriquement  dans  le  premier  cas,  et  que  la  démonstra- 
tion ne  pourra  plus  s'appliquer  dans  le  second,  bien  que  la 
propriété  continue  à  subsister.  C'est  Monge  qui  se  permit  le 
premier  de  généraliser  ainsi  des  résultats  démontrés  sur  une 
figure  présentant  des  propriétés  contingentes  spéciales,  sans 
inlbience  sin-  le  résultat  lui-même,  mais  utilisables  dans  sa 
démonstration.  Ce  procédé  fut  ensuite  employé  systématique- 
ment, sous  le  nom  de  principe  de  rnniinuitè.  par  Poncelet, 
(pii  sut  en  tirer  de  féconds  résultats  dans  son  Traité  des 
propriétés  projectiles  des  figures  (paru  en  i8?.t),  Ouvrage  qui 
exerça  la  plus  grande  influence  sur  le  développement  de  la 
Géométrie  moderne. 

1.  Ce  principe  de  continuité  revient  à  introduire  les  ima- 
ginaires en  Géométrie;  comme  le  lecteur  le  verra  plus  tard, 
quand  il  aura  abordé  l'Analyse,  tin  ne  peut  étudier  facile- 
ment les  propriétés  delà  plupart  des  fonctions  d'une  variable 
réelle  qu'en  étendant  la  définition  de  ces  fonctions  aux  va- 
leurs imaginaires  de  la  variable;  les  singularités  que  les 
fonctions  ainsi  définies  présentent  dans  le  domaine  imagi- 
naire ont  leur  répercussion  sur  les  propriétés  des  fonctions 
primitivement  données  dans  le  domaine  réel;  pour  citer  un 
exemple,  ce  n'est  que  par  l'emploi  de  cette  métbode  qu'on 
parviendra  à  énoncer  des  tbéorèmes  généraux  sur  la  conver- 
gence des  développements  en  série  des  fonctions;  elle  per- 


cs 


(')  Dkscautks  (i.jçjfi-rGSo).  Son  Application  de  l'Ali^èbic  à  la  thcmie  d 
courbes  parut  fin  id.l-j.  La  Géométrie  analyti(|UO  à  trois  diniousions  no  se  dé- 
vplopjia  que  plus  tard,  à  la  suite  du  Traité  des  courues  à  double  courbure,  que 
CUiraut  composa  en  1731,  à  l'âge  de  iti  ans. 
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iiu'lliii,  l'ii  j:éiu'ial,  de  cooidoiiiier  enlic  »'ii\  des  réstilluls 
sans  ra|ipoi-l.a|)|iait>iit. 

Il  va  cil  rire  de  nic'^mc  ni  (îéoim''lii«*  :  les  ima^'iiiaircs  vont 
servir  do  lifii  tniro  des  |)i<>|)iiélt''S  souvent  1res  diiïénîules 
au  piiiiie  alxM-d,  (|ui  se  Inuiveront  mT-Ijc  au  fond  (|ue  des  cas 
particulieis  dune  nièuic  proposilion,  cl  ce  n'est  (pic  ^'rAce 
aux  convenlions  de  lanj;aj;e  (pi'cllcs  permelleiil  dclahlir 
qu'on  pourra  énoncer  des  tlicorcines  [ircscnlaiil  un  haut 
degré  de  généralilé. 

3.  L'inlroducliuii  en  (îéonjélrie  de  ces  quanlilcs  iina^;i- 
naires  résulte  iniinédialcnienl  de  l'emploi  des  coin-données 
de  Descartes.  Odles-ci  font,  en  edet,  correspondic  à  toni 
point  de  l'espace  l'ensemble  (.i^y,  :•)  (\r  trois  noinlnes  réels, 
([u'oii  nomme  coordonnées  de  ce  point.  Inveiseiiienl,  à  ton!, 
ensemble  de  trois  nombres  réels  correspond  un  point  cl  un 
seul.  On  convietuira  é;,Mlemenl  de  dire  (iiiil  correspond  un 
point  à  un  ensemble  de  trois  coordonnées,  lors  même  qu'une 
ou  plusieurs  d'entre  elles  seront  des  (|uanlités  imaginaires  : 
ce  point  sera  alors  dit  un  poinl  imaginaire. 

Ainsi  un  |)oiiit  imaginaire  correspond  à  l'ensemble  de  trois 
quantités,  tloiit  l'une  au  moins  est  imaginaire;  à  l'ensemble 
des  trois  imaginaires  respectivement  conjuguées  coires- 
pond  un  nouveau  point  :  on  l'appelle  le  point  inias^inaire  con- 
jugué du  précédent;  par  exemple,  les  points  (o,  /,  i  —  i)  et 
(o,  —  /,  \-\-  i)  sont  imaginaires  conjugués. 

Les  plans  imaginaires  se  définissent  d'une  manière  ana- 
logue :  ils  correspondent  à  des  relations  du  premier  degré,  à 
coefficients  imaginaires,  entre  les  coordonnées  a;,  y,  z  et 
sont  le  lieu  des  points  réels  ou  imaginaires,  dont  les  coor- 
données satisfont  à  ces  relations.  A  tout  plan  imaginaire  cor- 
respond un  plan  imaginaire  conjugué. 

On  considérera  de  mènjc  des  surfaces  algébriques  d'un 
degré  quelconque  à  coefficients  imaginaires. 

4.  Pour  exprimer  qu'une  surface  passe  par  un  point  donné, 
on  n'a  qu'une  relation  à  écrire  entre  les  coefficients  de  son 
équation;  mais,  si  l'on  veut  que  ces  coefficients  soient  réels, 
el  si  le  point  donné  est  imaginaire,  cette  relation  équivaut  à 
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deux  rolalions  ne  renfermant  plus  d'imaginaires,  et  les  sur- 
faces, dont  les  coefficients  satisfont  à  ces  relations,  passent, 
non  seulement  par  le  point  imajxinaire  considéré,  mais  aussi 
par  son  imaginaire  conjugué.  Il  en  est  de  même  des  courbes 
représentées  par  deux  équations  algébriques  à  coefficients 

ï'éels. 

Par  exemple,  il  ne  peut  passer  qu'une  droite  réelle  par  un 
point  imagiiuiire,  car  le  |>oint  imaginaire  conjugué  achève  de 
la  déterminer.  On  voit  d'ailleurs  bien  que  la  droite  qui  joint 
deux  |)oints  imaginaires  conjugués  est  réelle.  De  même, 
deux  plans  imaginaires  conjugués  se  coupent  suivant  une 
droite  réelle. 

5.  Toute  quantilé  qui  résulte  de  la  donnée  de  plusieurs 
l)oints  ou  de  plusieurs  surfaces  réels  est  une  ceilaine  fonc- 
tion des  coordonnées  de  ces  points  ou  des  coefficients  de  ces 
surfaces;  on  définira  la  môme  quantité,  dans  le  cas  de  points 
ou  de  surfaces  imaginaires,  comme  étant  la  valeur,  réelle  ou 
Imaginaire,  prise  par  cette  fonction  pour  les  coordonnées  ou 
les  coefficients  imaginaires  considérés. 

Soient,  par  exemple,  a  cl  b  deux  points  réels  de  coordon- 
nées {oc^,y^,z^)  et  (^sO'îj-a)  '•  OU  sait  que  les  coordonnées 
de  tout  point  m  de  la  droite  ab  peuvent  s'écrire 

.r, -f- pj72       r\-\-oy.!,       =, -^  oc., 
,     ,      , 

I  H-  0  I  H-  0  1  -I-  G 

>  I  t 

la  variable  p  désignant  le  rapport  — r  • 

inb 

Si  l'on  considère  le  paramètre  p  comme  une  vari;djle  ima- 
ginaire, les  formules  précédentes  représenteront  les  coor- 
données d'un  point  quelconque,  réel  ou  imaginaire,  de  la 
droite  ab,  que  les  points  a  el  b  soient  eux-mêmes  réels  ou 
imaginaires.  La  valeur  du   paramètre  p,   qui  correspond  au 

point   w,   représente  alors,   par  défiiùLion.   le   rapport  ^• 

mb 

Pour  la  valeur 

p  =  -i, 

les  coordonnées  du  poini  m  devienneiil  iiilinies;  ou  dit  qu'à 
celte  valeur  de  p  correspond  le  point  à  /'injïniûe  la  droite  ab. 


G.  Soioiil,  <lc  iiiriiic,  '/,  h  el  c  trois  |)()inls  non  en  ligiu* 
droite,  réels  on  ini;ij;in;iiros,  de  «oordotniées  (-^i.Ji,  -i)» 
(.r,,  V,,  vj)  et  (/"a,.)'!, -3);  les  coor<lonn«''es  di»  ton!  point  m 
rin  plan  nhc  peuvent  (''li"e  mises  sons  la  loi'nie 

g./-,    r- j3.ri -t- -/./a        y.\  y  -r-  '^Yj  -h  •/,):,        ac,  -f-  '^z.   ,-  /Cl 
«  -H  (3  -H  •/        *  ot.-\-'^-\-y        '  a  -^-  ^  -h  •/ 

a,  (3  cl  y  étant  trois  (|nantilés,  réelles  on  imaginaires,  (pii  se 
Ironvenl  déterminées,  ponr  <  Inuine  point  ///,  à  nn  lactenr 
constant  près,  an  moyen  de  trois  écpiations  homogènes  conï- 
patiljles  entre  (dies.  Os  qnanlités  a,  ;3  el  ■/  son!  a|>pelées  les 
coordonnrcs  harvci'ntrifiues  [\[\  point  ni  par  ra|)port  an 
triangle  ahr.  A  lonl  ensemble  (:z,.3,y)  correspond  ainsi  nn 
point  m  (In  [)lan  abi\  qni  reste  le  même,  si  a,  ^  et  y  vari<'n5 
proportionnellement.  Si  la  somme  de  ces  trois  coordonnées 
est  nnlle,  les  coordonnées  cartésiennes  dn  poiiil  ///  deviennent 
infinies  :  on  dit  alors  que  (a,  ^,  y)  représente  nn  |)oint  à  l'infini 
du  plan  ahc. 

7.  Soient,  enfin,  a,  h,  c  et  d  quatre  points  non  situés 
dans  un  même  |)lan,  réels  ou  imaginaires,  de  coordonnées 
(^i,7n-i).  (•'•2., ''2» -'2)'  ('^sij's»-»)  <'t  {•r.„y.„z;):  les  coor- 
données d'un  point  quelconque,  m,  de  l'espace,  peuvent 
s'écrire 


(0 


a  -(-  [5  -H  y  -t-  0 
a  -+-  S  -1-  y  -h  "5 
a    -y  -t-  y  4-  0 


ces  coordonnées  barycentriques  se  trouvent  déterminées  à 
un  facteur  constant  près,  au  moyen  de  trois  équations  homo- 
gènes indépendantes.  A  quatre  coorilonnées  barycentriques 
dont  la  somme  est  nulle  correspond  un  point  à  l'infini. 

Étant    donnés    deux    points    /«,   el    /n..   de    coordonnées 
(3^1»  ?i>  ■/!>  ^i)   et   (5:2,  .3,,  y.2,  0.,),  on  voit  aisément,  au  moyen 
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(les  lonniilos  (lu  11"  o,  (pic  les  expressions 

(2)  «1  -!-  pC.2,      ,3,  +  0,3.,      7,  - i  ■  py,,      0,  ^  po., 

représentent,  les  coordonnées  baryceniriqiies  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite  m^m^,  le  paramètre  p  étant  le  même  qu'au 
§  5,  si  l'on  a  choisi  les  coordonnées  barycentriques  des 
points  m,  et  m^  de  manière  que  leurs  sommes  soient  égales 
entre  elles. 

8.  Etant  donnée  l'équation  cartésienne  d'une  surface  de 
degré  m,  on  en  déduira  Véqualion  barycentiicjue  de  cette  sur- 
face en  substituant  aux  coordonnées  cartésiennes  les  ex- 
pressions (r)  du  paragraphe  précédent  :  cette  équation  sera 
homogène  et  de  degré  m  par  rapport  aux  coordonnées  ba- 
rycentriques. 

Si,  maintenant,  nous  substituons  à  ces  coordonnées  bary- 
centriques les  expressions  (2)  du  §7,  nous  obtiendrons  une 
équation  en  p  qui  nous  fournira  les  points  communs  à  la  sur- 
face et  à  la  droite  m^iti^'-,  comme  on  peut  toujours  supposer 
(à  moins  c|ue  la  droite  n'appartienne  à  la  surface)  que  le 
point  /«,  n'est  pas  sur  la  surface,  cette  équation  sera  de 
degré  m:  l'équation  en  p  aura  donc  m  racines,  réelles  ou 
imaginaires,  distinctes  ou  confondues.  On  a  donc,  grâce  aux 
conventions  des  points  imaginaires,  l'énoncé  général  suivant  : 

Une  d/oite  quelconque  coupe  une  sur/ace  de  degré  ni  en  ni 
points,  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou.  confondus. 

Un  ou  plusieurs  de  ces  points  peuvent  d'ailleurs  être  à 
l'infini  sur  la  droite  m^m,  :  il  suffit  que  la  valeur  de  p,  à 
laf|uelle  correspond  le  point  à  l'infini  de  la  droite,  soit  une 
racine,  simple  ou  multiple,  de  l'équation  considérée.  On  dit, 
dans  ce  cas,  que  la  droite  niim.,  est  une  direction  asympto- 
tique  de  la  surface, 

9.  Si  le  point  m,  est  sur  la  surface  considérée,  l'équation 
en  p  obtenue  admet  zéro  pour  racine;  si,  quel  que  soit  le 
point  nu,  cette  racine  est  multiple  d'ordre  p,  on  dit  que  le 
point  m,  est,  sur  la  surface,  un  point  multiple  d'ordre  p.  On 
peut,  dans  ce  cas,  disposer  du  point  /«,  de  manière  à  annuler 
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le  coeflicioiil  de  y''  :  la  diniic  /^l^^tl,  r^l  alni>  dilu  tangente 
«'II  ///,;i  la  SIM  lace;  (•omiiic,  (railleurs,  le  cocriiciciil  coiisiiltM'é 
osl  (le  (Ic^^ré />,  par  ra|i|t»irl  aux  couidomiées  du  point  nu,  on 
voit  (pic  co  puiiil  appailicnl  à  iiti  cniii'  de  dcirr»'  />;  dans  le 
cas  d'un  poinl  simple,  ce  (une  se  leduil  à  un  plan,  (pii  osl  le 
/>/r///  tanw'nl  à  la  surface  au  poinl  ///,. 

Si  le  point  ///,  est  ini  point  ;(  l'inlini  (c'osl-à-dire,  par  deli- 
nilion,  tel  (pie  la  somme  do  sos  coorcloniioes  soit  nulle),  le 
[ilan  lan;.M'nt  (le\  ieiit  un  plan  asy/n/jlolc  à  la  >iii('ace. 

J)os  coiisidéraiioiis  analojiuos  s'a|)pli(pieiit  aux  courbes 
planes. 

10.  Eu  paiticnlier,  >i  l'on  considère  rintersecliou  d'une 
surl'ace  par  s(m  plan  tan^x'iil  ou  ///,,  et  si  m.,  di!'si;,'ne  un  poinl 
de  ce  plan,  I^Mpialion  en  o  envisaj^C'e  piéct'dcmmenl  con- 
lieiil  p-  en  facteur,  (rapi("'s  la  dt'liuilion  iiR'ine  (pie  nous  ve- 
nons de  doimer  du  plan  lan^enl  ;  |)ar  siiile,  le  poinl  ///,  e.~l  un 
poinl  douille  de  la  courbe  d'inlerseclion.   \iiisi  : 

L'intersection  d  une  surface  par  un  de  ses  pians  tani^enls 
présente  un  point  double  ou  multiple  au  point  de  contact. 

La  récipio(]iie  esl  iinmédiale. 

li.  En  particulier,  une  surface  du  second  dej^ré  coupe  un 
de  ses  plans  taiiirenls  suivanl  une  courbe  du  second  tlcj^iii 
|)résenlant  un  poinl  double,  /n,.  Soit  /«o  '•'!  autre  poinl  tie 
celle  courbe  :  récpiation  en  p,  relative  à  la  droite  m^m^,  ne 
renferinanl  qu'un  tenue  en  p%  et  devant  avoir  une  racine  dif- 
férente de  zéro,  esl  identiquement  satisfaite;  par  suite,  tous 
les  points  de  la  droite  z/*,///,  appartiennent  à  la  courbe  du 
second  degré  obtenue  :  on  en  déduit  (|ue  celle-ci  se  compose 
de  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires.  Ainsi  : 

L'intersection  d'une  surface  du  second  degré  par  un  de  ses 
plans  tangents  se  compose  de  deux  droites,  réelles  ou  imagi- 
naires. 

Si  une  surface  du  second  degré  admet  un  poinl  double, 
tout  plan  passant  par  ce  poinl  la  coupera  suivanl  une  courbe 
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(Iii  second  degré  admctlanl  aussi  ce  point  pour  point  double, 
c'est-à-dire,  d'après  ce  qui  précède,  suivant  deu\  droites.  La 
surface  considérée  sera  alors  un  cône  du  second  degré. 

En  dehors  de  ce  cas,  une  surface  du  second  degré  n'aura 
(jue  des  points  simples,  où  elle  admettra  des  plans  langenls; 
par  suile  : 

Par  lotit  point  cV  une  surface  du  second  degré,  il  passe  deux 
génératrices. 

Soit  A  l'intersection  des  plans  tangents  à  une  surface  du 
second  degré  en  deux  de  ses  points,  m  et  /»';  les  génératrices 
(pii  passent  par  ces  points  s'obtiemlront  évidemment  en  les 
joignant  aux  deux  points,  a  et  a',  où  la  quadrique  coupe  la 
droite  A.  On  voit  ainsi  que  les  quatre  génératrices  issues  des 
points  m  et  m'  se  coupent  deux  à  deux;  mais  les  génératrices 
telles  que  ma  et  m'a'  ne  se  rencontrent  pas.  On  peut  donc 
distinguer  deux  systèmes  de  génératrices,  tels  que  toute  géné- 
ratrice de  l'un  des  systèmes  coupe  toutes  celles  de  l'autre 
système,  sans  en  rencontrer  aucune  du  système  dont  elle  fait 
partie. 

On  en  déduit  encore  que  : 

Toute  surface  du  second  degré  peut  être  engendrée  par 
une  droite  mobile  assujettie  à  rencontrer  trois  droites  fixes. 

12.  Au  moyen  de  la  théorie  de  l'élimination  on  peut  mon- 
trer que  : 

Trois  surfaces,  de  degrés  m,  n  et  p,  ont,  en  général  mnp 
points  communs,  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confon- 
dus, à  distance  finie  ou  infinie. 

Si  l'une  de  ces  surfaces  est  un  plan,  on  voit  que  : 

Deux  courbes  planes,  de  degrés  m  et  n,  se  coupent  généra- 
lement en  nin  points. 

L'intersection  de  deux  surfaces  de  degrés  m  et  n  est  par 
suite  une  courbe  qui  coupe  en  m/i  points  un  plan  quelconque, 
c'est-à-dire  une  courbe  CC ordre  mn.  En  particulier,  deux  sur- 
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l'iiccsdii  mc<jii«1  dcj,'!»'  so  coiipriit  >iiivanl  imc  roiirl»' du  r|ii;i- 
li'it'ino  ordre,  (ju'oii  ii|i|)ell('  mie  /i/'/ikh/i  ti(i'/ur  ^^attihc. 

13.  D'après  la  drlinitiuii  du  plan  (ii"  2),  les  ipialro  coor- 
données des  points  ciim  plan  ^oni  reliera  par  iiiir  (Mpialion 
linéaire  et  honKif,'(''ne,  et  réciprocpirmciii.  Iji  pat  lindicr,  l«'> 
points  à  l'inlini,  dont  les  cooiiIouikm'^  oui  nue  ^oiiiiiic  nidle, 
d(MVont  èlrc  considérés  coniinc  appartenant  à  iMunénir  plan, 
(pi'on  a|ipelle  le  [jUm  tir  l'injini.  (l'est  là  nn  léstdlal  pint'- 
nient  anal\li(|ne,  (pii  pro\ient  imiqnenienl  de  la  delinilion 
:inalvti(pie  du  plan. 

Tontes  les  surfaces  de  inènies  directions  asyin|>toli(|iM*s 
conpent  le  plan  de  l'iulini  suivaul  une  même  couri)e  plane. 
De  même,  dans  le  plan,  luuies  les  courbes  de  mên»e  direc- 
tions asMn[)loti(|ues  |ias>enl  par  les  mêmes  points  d(.'  la 
droite  de  l'infini  de  ce  plan. 

11.  Il  est  esseiiliel  de  bien  se  rendre  coniple  ipu-  les  déli- 
nilions  précédentes  permettent  sim|»leinenl  d'emplover  le 
langage  géonu''tri(|ne  pour  exprimer  des  opérations  anal.v- 
liqnes;  le  point  n'est  plus  (pi'inie  expression  conventionnelle, 
et  n'a  plus  qu'un  sens  |)urement  analyti(|ue;  il  ne  représente 
rien  de  géométrique,  lors(|u'il  est  imaginaire,  pas  plus  (|u'une 
surface  à  coefficients  imaginaires,  le  tétraèdre  de  référence 
étant  snpj)osé  réel. 

.Mais  la  (bdinilion  même  des  «pianlités  imaginaires,  consi- 
dérées ainsi  en  (iéométrie,  nous  permet  d'exprimer  en  langages 
géométri(|ue  des  opérations  analytiques,  (|ui,  de  celle  ma- 
nière, s'énoncent  parfois  très  sim|)lemeiit,  malgré  leur  com- 
plication. Nous  pourrons  d'ailleurs,  dans  nos  raisonnements, 
nous  laisser  guider  par  les  considérations  géométriques,  qui 
se  présenleronl  naturellement  à  res|)rit,  en  sui)posant  réali- 
sées certaines  rtdations  conlin^enles  entre;  les  éléments  ;i 
envisager.  Les  énoncés  auxquels  nous  aboutirons  n'auront 
pas,  dans  leur  expression  générale,  dinlerprétalion  géomé- 
trique; mais,  dans  divers  cas  particuliers,  cliacun  d'eux  pourra 
correspondre  à  des  propriétés  géoméliiques  diiïérentes. 
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Premières  notions  sur  les  transformations. 

lo.  (luiiiiiie  nous  lavons  dil  au  (iébiit,  l'emploi  systéma- 
liriMC  (les  Lransfonna Lions  des  figures  consUlue  une  des 
caractéristiques  de  la  Géomélrie  modei-ne. 

Transformer  une  ligure,  c'est  en  déduire,  par  des  procédés 
bien  déterminés,  une  autre  ligino,  de  sorte  que  certains  élé- 
ments se  correspondent  deux  à  deux,  et  des  propriétés  de 
l'une  des  figures  on  déduit  des  propriétés  de  l'autre. 

On  peut  diviser  les  transformations  en  deux  grandes  classes: 
les  premières  font  se  correspondre  les  éléments  de  deux 
courbe?  ou  de  deux  surfaces  :  c'est,  par  exemple,  le  cas  des 
représentations  géographiques  sur  un  plan,  qui  font  corres- 
pondre à  tout  point  d'une  splière  un  point  d'un  plan.  Les 
autres  transforment  au  contraire  les  éléments  de  tout  l'espace. 

16.  Parmi  les  transformations  de  la  première  classe,  la 
projeclion  slcréographique  était  déjà  connue  de  Ptoléméc. 

L'élude  de  la  perspective  fournit  ensuite  naturellement  des 
figures  en  correspondance;  mais  Desargues  et  Pascal  semblent 
être  les  premiers  (|ui  aient  eu  recouis  à  des  considérations  de 
figures  correspondantes  pour  découvrir  des  théorèmes.  C'est 
dans  le  Traité  des  Planiconirjues  de  La  Hire  (1678)  qu'a|)pa- 
raît  |)oiu'  la  première  fois  une  méthode  suffisamment  géné- 
rale de  transformation  projective,  ohtenue  ])ar  des  con- 
sliticlions  dans  le  plan,  et  qui  revient  à  la  transfornialion 
homologique.  Mais  ce  n'est  que  dans  le  TraUé  des  propriétés 
projectives  de  Poncelet  que  se  trouvent  employés  systémati- 
quement deux  procédés  de  transformation,  à  savoir  la  trans- 
formation homologique  et  la  transformation  par  polaires 
réciproques,  (les  transformations  furent  bientôt  généralisées 
par  Chasles,  dans  son  Mémoire  sur  la  dualité  et  Vhomogra- 
plne  (i83o),  où  sont  développées  les  propriétés  de  la  transfor- 
mation homographique  et  de  la  transformation  corrélative. 
Ces  deux  transformations  permirent  à  Chasles  de  faire  une 
élude  très  complète  des  courhes  et  des  surfaces  du  second 
degré. 

Une  autre  transformation,  d'une  importance  capitale,  fut 
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iinapinrc  un  pou  |)Iiis  l.iid  hS36)  p;n-  |{t'llaviii>,  vi  icciil 
(le  Liouvilh*  (  iS-'ij  )  le  iioiii  de  Iraiisloniiiiliuii  par  raynns  vfc- 
icurs  rrc if) roques.  Dans  le  plan,  (('Ite  lianslorniation  n'ol 
(l'aillenrs  (lu'nn  cas  parlicuii»'!'  de  la  Irnnsfonntition  rjuadrd- 
tique  dont  la  décoiiNnic  send)le  dne  ii  Sleiner  (  '  ). 

Depnis,  sous  rinlliience  de  (Ireinona,  de  Sopliii>  lie,  elc, 
on  a  imaginé  des  lian^lortnalions  plus  j;énéral<>s;  nous  par- 
lerons souMuaireuienl  ili'  iiuel(|ues-unes  des  plus  simples  à  la 
lin  de  cel  (  >u\  i;ige. 

17.  La  Iraiivionnalion  liomograpliicpie  et  la  transformation 
ipiadratiipie  apparlicnneiil  an  I.\pe  des  I ransfornialions  ponc- 
tuelles, dans  lescpielles  les  ligures  se  correspondent  point  par 
point;  à  un  lieu  de  points  de  la  première  ligure  correspond 
ainsi  un  lieu  de  points  de  la  seconde. 

A  une  courbe  F,  passant  par  i\cu\  points  <i  el  l>  d'une 
courbe  (^  de  la  pren)ièr»'  ligure,  correspond  donc,  dans  la  se- 
conde, une  courbe  F'  qui  passe  par  les  points  a'  el  b',  irans- 
lormés  de  a  el  l>,  el  situés  sin-  la  courbe  C,  transformée  de  C. 
Si  le  point  h  lend  sur  (1  vers  le  poinl  a,  (]  et  T  deviennent, 
par  délinition,  langentes  en  n;  //  lend  alors  veis  a'  et  les 
courbes  i\'  et  V  deviennenl  également  tangentes  en  a'.  Ainsi, 
des  courb(>s,  et,  par  suite,  des  surfaces  tangentes  se  trans- 
forment en  combes  et  en  surfaces  tangentes;  auticmcnl  dit, 
les  transformations  ponctuelles  sont  des  IransJ'onuations  de 
contact. 

18.  On  peut  obtenir  des  Iransformations  de  contact  (^)  par 
un  procédé  beaucoup  plus  général.  Considérons  d'abord,  |)our 
sim|)li(ier,  le  cas  de  ligures  planes. 

Au  lieu  de  faire  correspondre,  à  tout  point  ni{y.,  ^)  du 
plan,  un  autre  poinl  dont  les  coordonnées  soient  des  fonc- 
tions déterminées  de  a  el  ,3,  associons-lui  une  courbe  C,  dont 
ré(|ualion  soil  de  la  forme 

./(.r,_r,  y.,  ^)~-^o. 


(')  Joui  II.  de  Crvllc,   t    111;   1828. 

(*)  C'est  le  grand  géomètre  norvégien,  M.  Sophus  Lio,  (jui  a  montré  l'impor- 
tance de  ces  transformations. 
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Lorsque  le  point  m  décrit  une  courbe  (/«)>  'a  courbe  C  reste 
langenlc  à  une  enveloppe  (C),  qui  est,  par  définition,  le  lieu 
des  points  oi^i  se  coupent  deux  positions  infiniment  voisines 
de  la  courbe  C.  A  toutes  les  courbes  qui  passent  par  deux 
points,  /«,  et  m,,  de  la  courbe  (m)  correspondent  ainsi  des 
enveloppes  tangentes  aux  courbes  (',  etC,;  si  le  point  ms  tend 
sur  (//*)  vers  le  point //^i,  la  courbe  (i,  tend  à  se  confondre 
avec  C,  et  les  points  communs  à  C,  et  à  (l.,  tendent,  d'après  la 
définition  même  de  l'enveloppe  (C),  vers  les  points  où  celle-ci 
toucbe  (;,.  Aux  courbes  tangentes  en  m^  à  {m)  correspondent 
donc  des  courbes  tangentes  à  (C)  aux  points  de  contact  de  C,. 
La  transformation  en  question  est  donc  bien  une  transforma- 
lion  de  contact. 

19.  Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  C  ait  pour  équa- 
tion 

/(.r  —  a,  y  —  (3)  =o, 

autrement  dit  que  la  courbe  Ci  soit  amenée  à  coïncider  avec 
(^2  par  la  translation  qui  transporte  m^  en  m^.  Si  le  point  m 
décrit  une  droite,  il  est  bien  évident  que  l'enveloppe  de  C  se 
compose  des  tangentes  parallèles  à  cette  droite;  on  en  déduit 
que,  si  le  point  m  décrit  une  courbe  quelconque  {m),  les 
points  où  C  touche  son  enveloppe  sont  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  à  cette  courbe  parallèlement  à  la  tan- 
gente en  m  à  {m). 

20.  Comme  autre  exemple,  supposons  que,  o)  désignant  un 
point  fixe  du  plan,  on  fasse  correspondre  à  tout  point  m  la 
perpendiculaire  D  menée  en  m  à  la  droite  ojm.  Si  le  point  m 
décrit  une  courbe  (m),  cette  perpendiculaire  enveloppe  une 
courbe  qu'on  nomme  Vantipodaire  de  la  courbe  (/«);  inver- 
sement, la  courbe  {m)  est  nommée  la podaire  de  cette  enve- 
loppe par  rapport  au  point  oj.  D'après  ce  qui  précède,  le  point 
où  la  droite  l)  toucbe  son  enveloppe  ne  dépend  que  de  la  tan- 
gente en  m  à  la  courbe  {m);  il  ne  changera  donc  pas  si  nous 
substituons  à  cette  courbe  le  cercle  qui  la  touche  en  m  et  qui 
passe  par  co;  mais,  dans  ce  cas,  l'enveloppe  de  D  est  évidem- 
ment le  point  cf,  diamétralement  opposé  à  w  dans  ce  cercle. 
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On  \()it  (lotir  fine  le  point  «7,  oi'i  I)  toinlic  l':inli|i(Hl;iin>  de  (  ///  ;, 
osl  loi  (|u»'  la  normale  en  ///  à  (  m  )  passe  par  le  milieii  de  ok/  : 
on  retrouve  ainsi  nne  eonstrnction  liien  coinini'  de  |;i  nor- 
inuk*  à  la  |i(i(hiiic  d'iiiie  <'oiii-|)c. 

:2I.  Dans  l"es|)ace,  les  Iransfornialion^  de  eonlaii  |)eii\eni. 
en  cuire  des  transformations  poneinolles,  s'obtenir  de  deux 
manières  :  dans  la  première,  on  l'ail  coricspondre  une  courbe, 
«'t  dans  la  seconde  une  surface,  à  tout  point  de  l'espace. 

(lonsidèions  d  abord  le  second  cas  :  à  tout  p(unt  /« (a,  |3,  y), 
on  fait  conespondie  une  surfaire  S  d'è(|ualiori 

/(./•,   r,  z,  y.,  ^,  ■/)  :      o. 

Si  le  point  ///  (le(  lii  une  surface  [///  |,  la  surface  S  reste  gé- 
néralement lauf^enle  à  une  surface  envelojjpe  [S]  en  un 
nombre  fini  de  points,  (pii  sont  les  points  communs  à  trois 
positions  inliniment  voisines  de  S.  A  loules  les  smfaces  lan- 
ijentes  en  ni  à  [/«]  correspondent  ainsi  des  surfaces  tangetiles 
à  I  S]  aux  i)oitits  de  contact  de  S. 

Dans  le  |)reniier  cas,  à  tout  poinl  m  {y.,  5,  /),  on  fait  ct)r- 
lespoudre  une  courbe  (1  d'équations 

/(.r,  r,  ;,  a,  3,  y)  ■   ;  «>, 
9(,r,  V,  c,  y,  ^,  ■/)-    o. 

Si  le  point  m  décrit  une  courbe  {m},  la  courbe  C  engendre 
une  surface  ((]);  à  toutes  les  courbes  de  l'espace  langenles 
entre  elles  en  un  point  ///  correspondent  ainsi  des  surfaces 
4|iii  se  loucbenl  en  tous  les  points  d'une  courbe  (].  Si,  mainte- 
nant, la  courbe  (/«)  engendre  une  surface  [m],  la  surface  ((]) 
reste  tangente  à  une  enveloppe  [il],  (pii  toticbe  cliacune  des 
courbes  (',  considérées  en  un  nombre  fini  de  points;  ces  points 
seront  les  mêmes  pour  toutes  les  surfaces  [/n]  tangentes  entre 
elles  en  m. 

''l'I.  Ou  voit  (|ue,  par  une  transformation  de  contact,  à  une 
surface  ou  à  une  courbe  tangente  à  un  plan  donné  en  un  point 
donné  (ou  encore  à  ce  point  donné  lui-même),  on  fait  corres- 
pondre, suivant  les  cas,  une  surface  ou  une  courbe  admettant 
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"des  plans  lanyenls  fixes  en  un  ou  plusieurs  points  fixes.  Il  y 
a  donc  lieu  d'envisager,  avec  Sophus  Lie,  l'élément  géomé- 
trique constitué  par  l'ensemble  d'un  point  et  d'un  plan  pas- 
sant par  ce  |)oint  :  on  le  nomme  ébUnent  de  contact. 

On  dira  qu'un  élément  de  contact  appartient  à  un  point, 
quand  il  sera  formé  de  ce  point  et  d'un  plan  mené  par  ce 
point;  il  appartiendra  à  une  courbe  ou  à  une  surface,  quand 
il  sera  formé  d'un  point  de  cette  courbe  ou  de  cette  surface 
et  d'un  plan  la  louchant  en  ce  point. 

On  voit  ainsi  qu'un  point,  une  courbe  ou  une  surface  pos- 
sèdent une  double  infinité  d'éléments  de  contact;  nous  dirons 
que  ceux-ci  forment  une  multipUcitr.  On  peut  dire,  dès  lors, 
(|uc  : 

Par  une  transformation  de  contact,  à  toutes  les  multipli- 
cités qui  admettent  un  certain  élément  de  contact  commun, 
correspondent  des  multiplicités  auxquelles  appartiennent  un 
ou  plusieurs  éléments  de  contact  fixes. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  après  avoir  indiqué  les  notions  indis- 
pensables sur  les  divisions  bomographiques  et  en  involution, 
nous  étudierons  spécialement  les  transformations  bomogra- 
phiques et  corrélatives,  que  nous  a|)pliquerons  à  l'étude  des 
coniques  et  des  quadriques.  Nous  nous  occuperons  ensuite  de 
la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  et  indi- 
querons quelques  exemples  d'autres  transformations. 


l)|\|s|..Ss    II     KVlS«.tAl\     lloMui.ll  \nilnl  I  -..  |  O 
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Divisions   et   faisceaux  horaographiques. 


23.    -Nous  avons  tldini  précédemmonl  (5)  le  rapport 

(le  deux  sejAiiieiils  (rime  iurnic^  droilc;   élaiil  (Ioiiiil'.s  (piatre 
points  en  ligne  droite,  iii^,  m,,  /».j  et  m,,  le  l'apport 


lu-^in.^       /H;/?j., 


est  appelé  le  rapport  anhannoniqiie  (')  de  ces  qiialie  points 
considérés  dans  l'ordre  ni^  tn.,in..in;  et  se  feprésenle  par  le 
symbole  {/Hi/n.,  ///.j/;?i). 


(')  Colle  déiiiimiiialinii  esl  duc  à  CiiA.sLKs  (ytperrii  hislitrique.  Note  IX), 
qui  a  fait  du  rai)poi-t  anliariiinniqiic  la  liase  de  son  Traite  de  Géométrie  supé- 
rieure. I'appus  (iV  siècle  après  J.-C.)  {Collections  mathématiques,  Propos.  129) 
avait  déjà  considéré  ce  rapport  et  montré  qu'il  est  projcctif. 
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Dans  le  cas  on  ce  rapport  est  égal  à  —  i,  on  l'appelle  har- 
monique el  l'on  (lit  qne  les  points  m^  et  m,,  divisent  harmo- 
niqnemenl  le  segment  />?,  m.,  (domine  on  a  évidemment 

les  points  //<,  el  m-,  divisent  aussi  harmoniquement  le  seg- 
ment in^ni.^. 

Étant  donnés  trois  i)oinls  en  ligne  droite,  a,  h  et  c,  il  est 
bien  évident  que  la  donnée  du  rapport  (ahcm)  =^  k  définit  la 
position  d'un  point  /?i  sur  la  droite  aôc,  et,  réciproquement,  à 
tout  point  m  de  cette  droite  correspond  une  valeur  de  /..Quand 
le  ])oint  îii  coïncide  avec  les  points  a,  h  ou  c,  /.  prend  une  va- 
leur infinie,  nulle  ou  égale  à  l'unité.  Enfin  le  point  à  l'infini 

CCI 

de  la  droite  correspond  à  la  valeur  -—  de  /.. 

eu 

•1\.  On  dit  qu'il  existe  une  relation  homo graphique  entre 
deux  variables,  réelles  ou  complexes,  k  et  /.',  quand  celles-ci 
sont  liées  algébriquement,  de  sorte  qu'à  toute  valeur  de 
lune  corresponde  une  valeur //«/^»e  de  l'autre.  Cette  relation 
algébrique  doit  donc  contenir  /.  et  /.'  an  premier  degré,  c'est- 
à-dire  être  de  la  forme 

«/./.'  ~r  bk  -r  ck' n-  cl  =lO, 

les  coefficients  étant  réels  ou  imaginaires.  Trois  seulement 
de  ces  coefficients  sont  distincts  :  une  relation  liomogra- 
pbi(|ue  se  trouve  donc  déterminée  par  la  donnée  de  trois 
couples  de  valeurs  correspondantes  de  k  el  de  Â'. 

Si  k  et  k'  définissent,  comme  nous  venons  de  l'indiquer  (23), 
sur  deux  droites  1)  et  D' les  positions  de  deux  points  jji  et  m', 
on  dit  {[ue  ces  points  déterminent  sur  les  bases  D  et  D'  deux 
clii-isions  homographiques,  et  les  points  m  et  m'  sont  dits  ho- 
mologues. 

23.  Cela  posé,  soient  a,  b,  c  trois  points  quelconques  de 
la  droite  1),  a' ,  b' ,  c'  trois  points  quelconques  de  la  droite  D'; 
enfin  /«  et  m'  deux  points  variables  sur  ces  droites,  tels  que 
les  rapports  anharmoniques  {abcm)  el  {a'b'c'm')  soient 
égaux.  La  relation  entre  ces  rapports  étant  homograpbique, 
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les  points  m  et  m'  rorinoiit  deux  divisions  lioniofrraphiciucs, 
dans  lesquelles  se  corrospondenl  les  points  a  cl  a',  b  ol  b',  c 
et  c',  ces  couples  de  points  hoinoiof^ues  étant  (d)tenus  (n°  23) 
lorsque  les  deux  rappoits  anliannonicpies  considérés  de- 
viennent inlinis,  nuls  ou  égaux  a  riiiiilé.  La  correspondance 
hoinoi^'iapiiiqne  (m,  m')  (»st  donc  celle  qui  se  trouve  définie 
(n^ilVjpar  la  donnée  des  trois  couples  an',  hb'  et  ce'  de 
points  liomolof^ues,  el  l'on  a  ce  théorème  : 

Dans  (/ei/.r  (/i\isio/is  liomos^'raplii<incs,  t/cii.r  if/oiipcs  lio~ 
inoLogues  de  (juatrc  poinls  ont  mcinc  rapport  anharmnni(fuc. 

2(j.   Le   point  à   l'iidini   de  I),  (pii   correspond  (n"23)  à  la 

valeur         ilii  rapport  (abcni),  i\,  en  i^énérai,  pour  lioinolouue 

un  point  à  dislance  Unie  sur  I)'.  à  moins  (|ue  l'on  n'ait 

c'a'        (Il 
Vb'  "  c7>  ' 

On  voit  d<»nc  que  dcujc  divisions  lioniograplnijues  oii  les 
poinls  à  r  in  fini  se  correspondent  sont  des  divisions  sem- 
blables. 

27.  On  obtient  un  exemple  très  simple  de  divisions  homo- 
graphiques  de  la  manière  suivante  :  Etant  données  trois 
droites,  D,  D'  et  A,  faisons  se  correspondre  sur  1)  et  D'  les 
poinls  m  et  //*'  où  ces  droites  rencontrent  un  plan  variable 
issu  de  A.  A  tout  point  m  ne  correspond  qu'un  point  m'  et 
réciproquement  :  les  points  met  ni'  déterminent  donc  sur  D 
et  D'  deux  divisions  homographi<iues. 

On  voit  ainsi  (n°  2o)  que  le  rapport  anharmonifjue  des 
quatre  points  ou  la  droite  I)  rencontre  rpjalre  plans  menés 
par  A  est  égal  à  celui  des  quatre  points  oij  ces  plans  coupent 
une  autre  droite  quelconque,  1)';  autrement  dit  : 

Le  rapport  an/iarnionir/ue  des  quatre  points  oit  r/uatre 
plans  issus  d'une  même  droite  rencontrent  une  transversale 
quelconque  est  constant. 

On  appelle  ce  rapport  anharmoni(iuc  le  rapport  anliar- 
D.  ?. 
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monique  des  quatre  plans  :  il  n'ost  d'ailleurs  bien  délini  que 
si  l'on  considère  les  quatre  plans  dans  uu  ordre  bien  déter- 
miné. C'est  aussi  le  rapport,  auharmouique  des  quatre  droites 
concourantes  suivant  lesquelles  ces  quatre  plans  coupent  un 
plan  cpielconque. 

•28.  Si  I),  ])'  et  A  sont  trois  génératrices  d'un  uiènie  sys- 
tème d'une  surface  du  second  degré,  les  droites  mm',  qui 
rencontrent  ces  trois  droites,  engendreront  celte  surface.  On 
voit  ainsi  (pic  : 

Le  rapport  anliarmonîque  des  quatre  points  où  quatre  gé- 
nératrices d'un  même  système  rencontrent  une  génératrice 
quelconque  de  Vautre  système  est  constant  ('). 

Le  plan  mm'  A  est  d'ailleurs  tangent  à  la  surface  consi- 
dérée au  point  [j.  où  mm'  coupe  A;  à  tout  point  /j.  de  A  corres- 
pond ainsi  un  |)laii  tangent  passant  par  A;  le  rapport  anbar- 
monique  de  quatre  points  [j.  étant,  d'après  le  tbéorème 
précédent,  égal  à  celui  des  quatre  points  m  correspondants, 
on  voit  ainsi  que  : 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tangents  menés 
par  une  même  génératrice  est  égal  à  celui  des  quatre  points 
de  contact. 

29.  Supposons  maintenant  c|ue  les  droites  I)  et  ])'  soient 
dans  un  même  plan  :  la  droite  jnm'  passe  alors  par  lui  point 
fixe,  celui  où  ce  plan  coupe  la  droite  A.  Il  faut  i-emarquer 
que,  dans  ce  cas,  le  point  commun  aux  deux  bases  coïncide 
avec  son  propre  homologue. 

Réciprocpu^ment,  considérons  deux  divisions  bomogra- 
[thiques,  dont  les  bases  I)  et  D'  concourent  en  un  point  a, 
qui  est  à  lui-même  son  liomologue.  Soient  b,  U  et  c,  c'  deux 
autres  couples  de  points  bomologues,  et  soit  w  le  point  où  se 
coupent  les  droites  hb'  et  ce' .  Les  points  m  et  m'  où  une 
transversale  menée  par  o)  coupe  D  et  D'  forment  sur  ces 
droites  deux  divisions  bomograpbiques,  où  se  correspondent 

(  '  )  CllASLES,  Aperça  historique^  Note  IX. 


f)  ri  //,  < cl   (■',  (i  ((liiicidaiit  nvtM"  son  lioiiiolo^Mie  :   ce   suiil 
«loue  U's  (l('ii\  (li\i>itni>  coiisidrircs. 

On  m  ili'iliiil  i|ii('  : 

Lursffue  (iea.v  ptn'nts  hninolof^^ues  de  dnir  t/t\isi(>/is  hamo- 
^^raphii/ties  coïnciilcnl,  lu  ilnnlc  ijiii  joiitl  dcii.r  poiiils  /lonio- 
toi^iics  f/uetco/it/tifs  passe  /xif  un  pninl  /i.ie. 

De  <'elle  piopriél»'  résullc  iiiimédialenieiil  (pic  : 

t'ilant  doiimcs  tiois  ilutsKuis  huiuo^ruitluijncs  jinilics  par 
des  hases  concoitra/it  en  un  luèine  point,  a\rv  Irtiuvl  eoïneident 
trois  points  /lonioloi^ues.  le  plan  di-terniim-  pur  trois  points 
homologues  tiuelcomiui-s  passe  pur  une  droite  Ji.re. 

30.  \ii  lien  (le  l'aire  se  correspondre  lioiiiograpliicpicmeiit 
les  points  de  denx  droiles,  on  peut  considérer  aussi  des  cor- 
respundatices  Iioni(tj,Mapliir|ues  entre  les  plans  menés  par 
deux  dioilcs.  A  tout  plan  nu-né  par  une  dioile  A,  correspondra 
un  seul  |ilan  mené  par  une  droite  A',  et  réci[)ro(iuement  :  on 
obtiendra  al(»rs  ce  (|u'()n  appelle  deux  faisceaux  homogra- 
pliii/ues  de  plans. 

L'étude  des  faisceaux  liomograpliiques  se  rauîène  à  celle 
des  divisions  hoino|^rai)liii|Mes  :  considérons,  en  elTet,  deux 
droites  quelconcpies  I)  et  !)';  soi<'nt  m  un  point  de  J),  et  ni' 
le  point  où  J)'  coupe  le  plan  homoloirue  du  |)lan  A/«,  mené 
par  A';  ces  points  ni  et  m'  se  correspondent  homojrra|tliique- 
ment  sur  D  (;t  D'. 

Les  faisceaux  liomogra|jlii(iues  présentent  donc  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  divisions  homogra|)lii(jues.  On 
voil,  par  exemple,  rpie  : 

Le  rapport  anharnionique  de  (jualre  plans  d'un  faisceau 
est  égal  à  celui  des  quatre  plans  homologues  dans  un  faisceau 
homographii]  ue. 

31.  Les  traces  sur  deux  plans,  dislincls  ou  confondus,  de 
deux  faisceaux  homoirrapliiques  de  plans,  déterminent  deux 
faisceaux  homograpliiqiies  de  droites. 

Soient,  dans  un  plan,  A  une  droite,  et  a  et  a'  deux  points 
(juelconques;  m  désignant  un   point  quelconque  de  A,   les 
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droites  ani  el  a' m  engendrent  deux  faisceaux  homogra- 
phiqucs;  car  à  toute  droite  menée  par  l'un  des  points  a 
ou  a'  n'en  correspond  qu'une  menée  par  l'autre.  D'ailleurs, 
la  droite  aa'  se  correspond  évidemment  à  elle-même. 

Réciproquement,  si,  dans  deux  faisceaux  homographiqucs 
de  droites,  situées  dans  un  même  plan,  deux  rayons  homo- 
logues coïncident,  les  points  d'intersection  des  autres  rayons 
homologues  sont  en  ligne  droite. 

On  démontrera  ce  théorème  d'une  manière  analogue  à 
celui  du  n"2l);  ce  sera,  pour  les  lecteurs  novices,  un  exercice 
utile  et  d'ailleurs  facile. 

De  ce  théorème,  on  déduit  immédiatement  que  : 

Lorsque  deux  plans  homologues  de  deux  faisceaux  home- 
graphiques  coïncident,  la  droite  commune  à  deux  plans  ho- 
mologues quelconques  décrit  un  plan,  qui  passe  par  le  point 
commun  aux  deux  arêtes. 

Par  suite  : 

Étant  donnés  trois  faisceaux  homographi(jues  de  plans, 
dont  les  arêtes  sont  dans  un  même  plan,  cn'ec  lequel  coïncident 
trois  plans  homologues,  le  point  d'intersection  de  trois  plans 
homologues  quelconques  décrit  une  droite. 

32.  Deux  divisions  homographiqucs  peuvent  avoir  la 
même  hase;  soient,  dans  ce  cas,  m  et  m'  deux  points  homo- 
logues, et  p  et  o'  les  paramètres  qui  définissent  leur  position 
sur  la  droite  :  o  et  o'  sont  liés  par  une  relation  homogra- 
phique,  si  l'on  y  fait  [y^=^p,  on  obtient  une  équation  du 
second  degré  dont  chaque  racine  fournit  un  point  m  coïnci- 
dant avec  son  homologue.  Ainsi  : 

Dans  deux  divisions  homographiqucs  de  même  base,  il  existe 
deux  points  qui  coïncident  avec  leurs  homologues. 

On  les  nomme  points  doubles  Aa  l'homographie  considérée. 

Soient  donc  a  et  b  les  points  doubles  d'une  homographie, 

c  et  c',  m  et  m'  deux  couples  de  points  homologues;  on  a 

(n°25)  : 

( abcm )  ^z  {abc' m'), 
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(l'on  l'on  (li'diiil 

[ti/t/ii/ii   I        (^  tthcc'  ). 

Ainsi,  le  rapport  anhanuoniimc  {ahinin')  est  constant. 

33.  Elaiit  (lomuM's  (k'iix  sui  races  du  socojid  dcjrré  Q  cl  (Y, 
adnictlaiil  iiiic  ^riiiMalrice  coniiiiiino  A.  toui  jilaii  nicni'  pai 
celle  droite  louche  respectivement  i)  et  ()'  en  deux  points  /;/ 
ol  m',  icls  que  l'nn  d'eux  étant  donné  l'aulre  se  trouve  déter- 
miné :  ces  points  fornienl  donc  sur  A  di'ux  divisions  Iiomo- 
grapliicpics.  Leurs  points  douMes  correspondront  à  deux 
plans  ipii  touclicioiii  cliacun  Q  el  (J'  au  inèinc  point.  \in>i  : 

Lorsque  deux  surf  aces  du  second  degré  ont  une  génératrice 
commune,  elles  se  touchent  en  deux  points  de  celte  droite. 

3V.  Vii\  jiropriétés  des  divisions  Iiomop:ra|)lnfiuesde  même 
l)ase,  en  correspondent  d'analogues  des  faisceaux  homogra- 
plii(|ues  de  même  aréle  el  on  les  démontre  de  même. 

Ainsi,  deux  faisceaux  Iioniograplii(pies  de  droites,  (jui  oui 
le  même  soniuicl  el  sont  dans  un  même  plan,  possèdent  deux 
rayons  doubles,  réels  ou  imaginaires. 

Considérons,  pai'  exemple,  un  angle  réel  de  giandcur 
donnée,  (pii  tourne  dans  son  plan  autour  de  son  sommel: 
ses  deux  cotes  sont  homologues  dans  deux  faisceaux  homo- 
i:ra|)hi(|ues  de  même  sommel,  car,  l'un  étant  donné,  l'autre* 
s'en  déduit.  (]es  faisceaux  ont  deux  rayons  douhles,  (|ui  sont 
donc  lels,  d'ajirès  leui-  déllnition  même,  que  chacim  deux 
fasse  avec  lui-même  un  angle  égal  à  Tunglc  donné.  Or,  soient 
m  el  m'  les  coefficients  angulaires  de  deux  rayons  homolo- 
gues, par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  le 
sommel  des  faisceaux  :  ils  sonl  liés  par  la  relation 

m  —  /;i':z_  (i  -r-  mm')  /., 

/,  désignant  la  tangente  Irigonométrique  de  l'angle  donné. 
Les  coefficients  angulaires  des  rayons  douhles  sonl  donc  les 
racines  de  l'équation 

I  -i-  m-  :r=  o. 

Ces  rayons  sont  donc  indépendants  de  la  grandeur  de  l'angle 
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doniu';  on  It's  appelle  (hoiles  isotropes,  et  leurs  points  à  l'iii- 
lini  sont  appelés  les  ombilics  ou  les  points  cycliques  du  plan; 
ce  sont,  comme  on  voit,  deux  points  imaginaires  conjugués. 
D'après  ce  qui  précède  (n°  32)  le  rapport  anharmonique 
do  deux  droites  isotropes  et  de  deux  droites  réelles  faisant 
un  angle  donné  ne  dépend  que  de  la  grandeur  de  cet  angle; 
on  le  vérifie  aisément,  car  ce  rapport  anharmonique  a  évi- 
demment pour  valeur 

m  —  i     m'  —  i 


1)1  -T-  t     m  -!-  / 
ou,  (Ml  posaiil 

m  ■—  lau"'-»,  m' ^^  (augr,)', 


'r> 


siii'',)  —  /  cosr,)  sinc,)'4- <■  coso)'         ,,.. 

^z  e~ 

siii  Gj -H  <  coso)  sino/ — /cos'.)' 

en  désignant  par  V  l'angle  considéré. 

Celte  propriété,  indiquée  pour  la  première  fois  par  La- 
guerre  ('),  permet  de  définir  l'angle  de  deux  droites  quel- 
conques, dont  le  plan  est  réel  ou  imaginaire.  En  etfet,  puisque 
sur  toute  droite  réelle  du  plan  de  l'infini  se  trouvent  deux 
points  cycliques,  le  lieu  de  ceux-ci  est  une  courbe  du  second 
degré,  qu'on  désigne  sous  le  nom  d'ombilicale  ou  de  cercle 
de  l'infini.  Un  plan  imaginaire  quelconque  coupe  cette  courbe 
en  deux  points,  qui  sont  les  points  cycliques  de  ce  plan,  et  qui 
en  définissent  les  droites  isotropes.  Enfin  l'angle  de  deux 
droites  d'un  plan  se  déduit  de  la  valeur  du  rapport  anharmo- 
nique de  ces  droites  et  des  droites  isotropes  de  leur  plan. 


Involution. 

35.  D'après  la  définition  même  des  divisions  homographi- 
ques,  deux  divisions  homographiques  à  une  troisième  sont 
bomographiques  entre  elles.  Soient  en  particulier  deux  divi- 
sions homographiques  (i)  et  (2),  de  même  base,  ayant  pour 
points  doubles  a  et  b.  Soit  tn'  le  point  homologue  dans  (2) 
d'un  point  quelconque  ïu  de  (i),  et  soit  îu"  le  point  qui  cor- 
respond dans  (2)  au  point  m'  considéré  comme  un  point  de  la 

(')    LagUE1!RE,  Nute  sur  lu  ilicorie  des  foyers  {y  uiir.  Aiin.  de  Mulli.,  iN.j3). 


|N\I>|  I    I  li'N.  Ai 

division  (i)  :  les  [toinis  ///  cl  /n'  (U'-kTiniiienl,  (T-ipirs  la 
i'ciiKii'i|ii('  prccéiloiiU',  (l(>ti\  divisions  iionio^'riiplii(|iM's,  dont 
(i  cl  /'  Minl  i>\  idcinnirnt  les  points  douhifs.  Kn  ^cnciid,  )<■ 
point  ///  ne  coincidi'  pas  a\oc  /// ;  niiiis,  si  ///  cl /«  '  se  conl'on- 
dcnl  ponr  une  position  de  m  autre  que  n  ci  h,  il  en  sera  ainsi 
(|nel  fpie  soit  ///,  ciir  //i  cl  /n"  enj^endicni  .ilors  deux  divisions 
lioinojrrapliitpies  avant  li«tis  points  doiddcs,  ci,  par  suite 
(n°  2'*),  confondues. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  les  divisions  (i)  el(2)  forment  une 
i/unlittiu/t  (');  les  |ioints  ni  el  ni'  sont  alors  réciprorfi/cs. 

D'après  cette  (léliiiiti(jn,  n/ir  i/n-olalio/i  est  dctcrniinct.'  jxir 
(Icit.v  couples  de  points  lioniolui:ues,  car  une  inv(dution  qui 
admet  pour  couples  de  |ioinls  liomolofrues  m,  m'  et  //,  n' 
coïncide  avec  riiomograpide  telle  (|iic  lc>  points  ///,  m'  cl  // 
aient  pour  Iminoloj^'ues  les  points  m',  /n  et  /t',  qui  se  trouve 
bien  délerminée  par  ces  conditions  (n°  2i). 

Si  m  el  ///'  sont  deux  points  lîomolo|,Mies  d'une  involution 
de  j)oinls  doubles  a  et  />,  on  aura  (n"  32  ( 

{ahinnt')   -.  {a  h  ni'  ni) 
on 

{abnini')       —  \ . 
Donc  (n"  23)  : 

Dcu.r  points  homologues  dans  une  involution  sont  conju- 
gués liai  nioniques  par  rapport  aux  points  doubles. 

On  en  déduit  (juc  le  [)oinl  à  l'inlini  a  |)Our  bomolo^'ue  le 
milieu  O  du  sej^niciit  liniile  par  bîs  points  doubles;  eu  dési- 
i^nanl  par  ce  le  point  à  rinliiii,  on  a  ilonc 

{nia()yi  )     ^  (ni'  acci)  j 

ou 

o  m  (  )  a 


qu'on  peut  écrire 


Oa         Oni' 

Oni.Oni'       Oa' 


(  '  )   La  tlieoric  de  Viin-olutinn  est  due  à  Ciia.sLES  {Aperin  historique.  Note  X). 
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36.  Aux  propriétés  des  divisions  en  involuUon  correspon- 
dent des  ])ropriétés  des  faisceaux  de  plans  ou  de  droites  en 
involulion.  Par  exemple  : 

Deux  rayons  Jioinologues  d'une  immolation  de  droites  sont 
conjugués  liarmoniques  peu-  rapport  aux  rayons  doubles. 

Les  cùlés  d'un  angle  droit  qui  pivote  autour  de  son  sommet 
engendrent  deux  faisceaux  en  involution;  car  ces  côtés,  qui 
se  correspondent  homographiquement  (n°  3i),  sont  évidem- 
ment réciproques.  Les  rayons  doubles  de  cette  involution 
sont  encore  les  droites  isotropes  issues  du  sommet  de  l'angle 
droit.  Par  suite  : 

Deux  droites  rectangulaires  sont  conjuguées  liarmoniques 
par  rapport  aux  droites  isotropes  de  leur  plan,  issues  de  leur 
point  commun. 

Autrement  dit  : 

Les  points  à  l'injlni  de  deux  droites  rectangulaires  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  cycliques. 

37.  Les  côtés  d'un  angle  qui  admet  des  bissectrices  données 
engendrent  aussi  deux  faisceaux  en  involution,  dont  les  rayons 
doubles  sont  évidemment  les  deux  bissectrices  données.  Réci- 
]iroquement,  lorsque  les  rayons  doubles  d'une  involution  sont 
rectangulaires,  ils  sont  les  bissectrices  de  l'angle  formé  par 
deux  rayons  bomologues  quelconques.  Les  droites  isotropes 
issues  du  sommet  des  faisceaux  sont  bomologues  dans  cette 
involulion,  puisqu'elles  sont  conjuguées  barmoniques  par 
rapport  aux  rayons  doubles  rectangulaires.  On  voit  ainsi  que  : 

Lorsque  les  droites  isotropes  sont  homologues  dans  une 
i/n'olution  de  droites,  deux  rayons  homologues  quelconques 
sont  également  inclinés  sur  deux  droites  rectangulaires  Jîxes. 

38.  On  obtient  une  involution  de  droites  delà  manière  sui- 
vante : 

Soient 

a  un  point  d'une  courbe  du  second  degré  C; 


INVnl.lTinN,  a.> 

(it  iiii  |M)iMt  <|iM'l(-uii(|iio  (lu  |iinii; 

fiiliii  ///  cl  m'  les  itoiiiis  où  (]   rciiooiilro   iino  st-rniilP  r|ii('l- 

(•t)ll(|ll('  i<si|('  lie  '.,, 

A  loiiU'  (liiiilc  ani  ne  correspond  rvidoninionl  (|u'iino  droite 
am'  (en  supposant  (pie  C  ne  se  compose  pas  de  deux  droites), 
et  ces  droites  son!  réciproques;  par  suite,  elles  foiinent  une 
involiition.  Celle-ci  admet  deux  ra.vons  douldes,  ay.  et  r/3, 
(pii  <  uupenl  (>  en  a  et  en  ^,  et  les  droites  oja  et  oj^  sont  évi- 
deniinent  tangentes  en  ces  points  à  C;  ce  sont  d'ailleins  les 
seules  tangentes  à  (]  issues  de  gj,  car  une  iiivoliilinn  iiinlinci 
ipie  deux  ravons  doubles.  Ainsi  : 

Une  courbe  du  second  degré  est  aussi  de  la  seconde  classe  ('). 

3î>.  Toute  involulion  de  dioites  peut  être  obtenue  comme 
1,1  pi\'C(!'denlc;  auti-ement  dil  : 

La  corde  interceptée  sur  une  courbe  du  second  degré,  C, 
juir  deux-  rayons  lioniologues  d'une  imo/ulion  de  droites 
issues  d'un  point  a  de  C,  passe  par  un  point  fixe. 

Soit,  en  ciVet,  'jj  Icî  point  d'intersection  de  deux  positions 
mm'  et  nn'  de  la  corde  considiîrée;  les  droites  qui  joignent  a 
aux  |)oinls  où  C  rencontre  une  sécante  quelconque  issue  de  oj, 
forment,  d'a|)rès  ce  qui  précède,  une  involulion,  qui  coïncide 
avec  l'involulion  considérée,  puisqu'elle  a  en  commun  avec 
elle  les  deux  couples  de  rayons  homologues  am,  am'  el  an, 
d/i'.  I.e  point  6)  se  trouve  évidemment  sur  le  rayon  homologue 
de  la  tangente  en  a  à  C. 

En  i)arliculier,  si  l'involution  considérée  esl  loiinée  de 
droites  rectangulaires,  la  corde  interceptée  passe  par  iiu 
|)oinl  fixe  de  la  normale  en  a,  théorème  du  à  Frégier  (^). 

Supposons  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  conique  C  ait  ses 
asymptotes  rectangulaires  :  la  droite  de  l'infini  étant  alors  une 


(  '  )  D'après  une  dénomiualion  due  à  Gergonne,  la  classe  d'une  courbe  reprtî- 
sente  le  nombre  des  tangentes  menées  d'un  point  à  cette  courbe.  Celle  d'uni!  sur- 
face est  de  même  le  nombre  des  plans  tangents  menés  à  cette  surface  par  une 
droite. 

(-)   Annales  de  Mathématiques,    iSi6. 
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(les  positions  de  la  corde  interceptée  par  les  côtés  d'un  angle 
droit  de  sommet  a,  le  point  de  Frégier  est  le  point  à  l'infini 
de  la  normale  en  (/;  antremont  dit,  la  corde  interceptée  reste 
conslaininont  parallèle  à  celte  normale.  On  en  déduit  que  : 

Les  cercles  admellanipour  diamètres  les  cordes  d'une  hyper- 
bole êquilalère  parallèles  à  une  même  direction^  passent  par 
les  points  de  lit  vperbnle  où  les  noiniales  ont  cette  direction  ('). 

40.  Du  [ircmier  théorème  du  paragraphe  précédent  on 
déduit  que  deux  involulions  de  même  sommet  ont  en  com- 
mun un  couple  de  rayons  homologues,  qu'on  ohtient  en  joi- 
gnant le  sommet  a  des  faisceaux  aux  i)oints  où  la  conique  C 
considérée  coupe  la  droite  wr,)',  o)  et  oV  désignant  les  deux 
points  fixes  qui  corres|)ondent  aux  deux  involutions. 

En  particulier,  il  existe  toujours  dans  une  involution  un 
couple  do  rayons  homologues  rectangulaires,  qui  sont  leshis- 
sectrices  de  l'angle  formé  par  les  rayons  douhles. 


Génération  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  degré. 

41.  Nous  avons  étudié  précédemment  (n°  31)  le  lieu  des 
points  communs  aux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
homogra])hiques  situés  dans  un  même  plan,  et  dont  deux 
rayons  homologues  coïncident.  Si  cette  dernière  condition 
n'est  plus  remplie,  le  lieu  en  question  devient  une  courhe  du 
second  degré. 

Soient,  en  elTet,  [x  et  /j.'  les  points  où  deux  rayons  homo- 
logues des  deux  faisceaux  coupent  une  droite  quelconque,  A, 
de  lein^  plan  :  ils  déterminent  deux  divisions  homographiques 
de  même  hase.  Le  point  m,  commun  aux  deux  rayons  homo- 
logues, ne  peut  donc  se  trouver  sur  A  que  si  p.  et /u.' coïncident 
tous  deux  avec  un  des  points  doubles  de  ces  deux  divisions. 
La  courhe  {m)  couiie  donc  A  en  deux  ])ointS;  ainsi  : 

Le  heu  des  points  communs  au.r  rayons  homologues  de  deux 


(')  Cette   reinai-(iue    permettait    de    résoiulrc    aisément    le    proljlènie    propose' 
en  1892  au  concours  d'admission  à  l'École  rolvtechniqne. 


«;t.\f.R  VTION     in»    t'illlIlKS    Kl     ItKS    SMH-vrKS    1)1      SKCOMt     KIMU.         '" 

fnisccaiiu-  /io/H()L,'r(ip/ii</ncs  d  un  tnrnir  /tlan  est  une  cou/  Ijc  </ii 
second  degré  (  '  ). 

(".t'iU"  coiiilx'  [lasse  évidcMiiiK'iil  |i;ii'  les  sominrts  *7  cl  n'  <le 
ces  faisceaux,  car  an  rayon  aa  du  l'aisccaii  ilf  sommet  a  cor- 
respond iiti  caNon  d' l'  issu  de  ^/',  cl  ces  tienx  ra>oiis  liomo- 
loiriies  se  conpcnl  en  u' .  (loinnic  la  droilc  <■?'/'  esl  d'ailleurs 
la  position  vers  laipndie  Iciid  le  rayon  r/'///,  (piand  le  layon  ant 
Iciid  vers  au' ,  cette  droite  esl  lanjrcnle  en  u'  à  la  conrlie  (///). 

|{écipro(piement,  n  et  ^z'  élaiil  deux  points  (pielconques 
d'une  coiiilic  du  se<'ond  deirré,  cl  ///  un  point  va  ri  aide  <iir  celle 
ciuu'he,  les  ra\ons  uni  et  uni  ciit:ciidi'ciit  deux  faisceaux 
liomo;:;rapliic|ues;  en  elVel,  l'un  de  ces  rayons  étant  donné, 
l'autre  se  trouve  bien  déterminé.  Si  donc  on  connaît,  onirc  a 
et  a',  trois  points  rpielconques  de  la  coiirhe  du  second  de;.'ré, 
celle-ci  se  trouvera  délerminée,  puiscpic  l'on  coiniaîlra  trois 
couples  de  rayons  liomoloj^ues  dans  les  yV-\\\  faisciNuix.  (,)n 
v(Hl  ainsi  que  : 

Cinij  points  déterminent  en  général  une  courbe  du  second 
degré. 

ki.  Ainsi  ///,,  ///.,,  ///;,  cl  m,  dési|j:naiit  quatre  points  d'une 
courbe  du  second  degré,  et  a  et  a'  deux  autres  points  quel- 
conques de  cette  courl)e,  les  rayons  «'/«,,  «'m*,  a' ni^  et  a' ni., 
correspondent  homographiquement  aux  rayons  aw,,  am.,,  ain.^ 
el  a  m/,  on  a  donc  : 

a'  {  nii  ni.,nt.^m.^)  ^=  a{^n^  ni.ni^ni;  ). 

Autr(Mnenl  dil  : 

f.e  rapport  anharnionique  des  quatre  droites,  (jui  joignent 
à  quatre  points  Jixes  d'une  courbe  du  second  degré  un  point 
variable  de  cette  courbe,  est  constant. 

On  peut  donc  l'appeler  le  rapport  anliarmonique  des  quatre 
lioints  fixes  sur  la  courbe  du  second  degré. 

Supposons  que  m.^  et  /??.  soient  les  points  cycli(|ues;  de  la 


(')   Chasles.  Aperça  iiisliiriijtie,  Xott'  X\'. 
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constance  du  rapport  anharmoiiique  a^mim^m^m,,)  résulte 
alors  (n"  3i)  l'invariabilité  do  l'angle  m^am^_\  nous  voyons 
donc  fpie  : 

Lorsqu  une  combe  du  second  degré  passe  par  les  points 
cycliques,  les  droites  qui  joignent  deux  points  fixes  de  cette 
courbe  à  un  point  qui  la  décrit  font  entre  elles  un  angle  fixe. 

C'est  une  propriété  qui  appartient,  comme  on  sait,  aux 
cercles  étudiés  en  Géométrie  élémentaire,  et  peut  servir  aies 
définir.  Nous  désignerons  donc  sous  "le  nom  de  cercle  toute 
courbe  du  second  degré  passant  par  les  |)oints  cycliques. 

43.  Si,  au  lieu  de  considérer  dans  un  plan  deux  faisceaux 
bomographiques  de  droites,  on  considère  dans  l'espace  deux 
faisceaux  bomograpbiques  de  plans,  la  démonstration  du  n°  41 
jiermet  de  voir  que  la  surface  engendrée  par  la  droite  com- 
mune aux  plans  homologues  de  ces  faisceaux  rencontre  géné- 
ralement en  deux  points  une  droite  quelconque  de  l'espace. 
Par  suite  : 

La  droite  commune  aux  plans  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homo graphiques  engendre  en  général  une  surface  du 
second  degré. 

Si  D  et  D'  désignent  deux  droites  quelconques,  et  m  un 
l>oint  variable  sur  une  troisième  droite  A,  les  plans  D/«  et 
\)' m  se  correspondent  évidemment  homograpbiquement.  La 
surface  engendrée  par  leur  droite  commune  contient  évidem- 
ment les  trois  droites  D,  J)'  et  A.  On  obtient  donc  le  théorème 
suivant,  qui  com|)lète  les  résultat!  trouvés  précédemment 
(11°  11)  : 

//  existe  généralement  une  surface  du  second  degré  con,te- 
uant  trois  droites  données  arbitrairement. 

ii.  On  désigne  sous  le  nom   de  cubique  gauche  (*)   une 


(•)  Les  cubiques  gauches  sout  étudiées  pcir  Chaslks  daus  la  Note  XXXIII  de 
Y  Aperçu  Itistoiique,  et  daus  les  Comptes  rendus  en   1857. 


(;f:Nf:nATin\   r)i^  comnrs  i:t  itr*;  mkivcis  m    ski, mi  Dn.iti.     -iq 
coiiiIm'  ;il^él)ii(|iir  i|iii  ((iiiiir   en  li(ti>    |ioiiil>   un   phiri   (|iicl- 

COII«|ll('. 

I>e  celle  tlt'liiiilittn  lésiilli!  iimnedi.ileineni  (|iie  >i  deux  sur- 
faces (Iii  second  de;^Mé  oui  une  ;.M'nei;i!iice  «(Minnnne,  le  reste 
do  leur  intersection  est  nue  cnhicine  L'anche,  |iiiis(|ne  (n"  12) 
il  existe  dans  on  phin  i|ii('l(  (in(|iie  i|nali(>  |ii)inls  ronnnnns 
;tn\  ilciix  i|n.idi  i(|nes,  dont  l'un  a|>|)arlii'nl  à  la  ircni'ralrice 
coniinnne. 

Tonl  plan,  I*,  |)assant  par  cette  j^'énéralrice  coniinnne,  l) 
conpe  cliafiinr  des  denx  ipiadiiipies  suivant  nne  antre  (Iroite  ; 
le  point  conininn  anx  deux  droites  ainsi  ohtennes  est  le  seul 
point  dti  plan  I*,  commun  aux  deux  (iuadri(|ues  et  extérieur 
à  la  dioite  l>  :  celle-ci  est  tlonc  nécessnireinenl  une  corde  de 
la  cubiiiue.  Elle  la  rencontre  aux  deux  points  où  les  (jua- 
dri(|ues  se  touelieiil  (  n"  3:i  ). 

Soient  a,  h,  c  trois  points  lixe>  d'une  cubique  gauche,  et  /// 
un  point  variable  sur  celte  <ombe.  Les  trois  plans  déterminés 
par  le  |)oint  m  et  les  côtés  ilu  triaii'.ne  ahc  engendrent  trois 
faisceaux  homogi'a|)hif|ues,  car  à  tout  plan  de  l'un  des  fais- 
ceaux n'en  correspond  évidemment  (pi'un  dans  chacun  ties 
deux  autres.  Si  l'on  connaît  trois  positions  du  point  ni  ces 
trois  faisceaux  homographiqucs  se  trouveront  déterminés, 
puisfpie  l'on  aura  trois  plans  homologues  dans  chacun  d'eux; 
par  suite  : 

Une  cubique  gauche  est  délermincc  par  six  points. 

liéci|)rot|uemenl  :     (ifcr-»v wc*-»*/^ 

Le  point  commun  aux  plans  homologues  de  trois  faisceaux 
homographiques  de  plans  décrit  une  cubùjue  gauche. 

Soient,  en  effet,  A,  H,  C  les  arêtes  des  trois  faisceaux  con- 
sidérés; le  lieu  cherché  appartient  à  la  surface  du  second 
d<;gré  engendrée  (n"  43)  jiar  l'intersection  des  plans  homo- 
logues des  faisceaux  A  et  li,  ainsi  qu'à  celle  (|ui  correspond 
aux  faisceaux  .V  et  C.  Ces  deux  surfaces  ayant  en  commun 
l'arête  A,  le  reste  de  leur  inleiseolion  est  une  cubique  gauche, 
ce  qui  démontre  le  théorème.  11  y  a  exception  si,  les  arêtes  A, 
B  et  C  étant  dans  un  même  plan,  ce  plan  coïncide  avec  trois 
plans  homologues  :  le  point  commun  à  trois  plans  homologues 
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(luolcoiujiies  décril  alors  (ii°  31)  une  droite;  il  peut  encore 
décrire  une  conique,  dans  le  cas  particulier  où,  dans  deux  des 
faisceaux  envisagés,  deux  plans  homologues  coïncident. 

On  peut  reniai(|uer  qu'il  existe  une  surface  du  second  degré 
contenant  une  cubique  gauche  et  deux  quelconques  de  ses 
cordes  :  elle  se  trouve  engendrée  par  l'intersection  des  plans 
déterminés  par  ces  cordes  et  par  un  point  variable  sur  la 
cubique. 

Une  cubique  gauche  coupe  génércdemenl  en  six  points  une 
surface  du  second  degré  arbitraire. 

Soit,  en  etï'el,  A  une  corde  quelconque  d'une  cubique 
gauche  F;  il  existe  plusieurs  quadriques  contenant  à  la  fois 
cette  corde  et  la  cubique  :  considérons-en  deux.  Elles 
admettent  (n°  12)  huit  points  en  commun  avec  une  qua- 
drique  quelconque,  Q.  Deux  de  ces  points  sont  évidemment 
ceux  où  la  droite  A  coupe  la  quadrique  Q,  et  les  six  autres 
sont  communs  à  cette  quadrique  et  à  T. 

On  en  déduit  que,  si  trois  quadriques  ont  une  génératrice 
commune  A,  elles  n'ont  en  général  que  quatre  points  com- 
muns en  dehors  de  cette  droite;  car  la  cubique  commune  aux 
deux  premières  coui)e  la  troisième  en  six  points  dont  deux 
sont  sur  la  droite  A. 
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Transformations  homograpltitjues  :  45-i7.  Définition  et  propriétés  générales.  — 
4S.  Iloniogiaphie  plane.  —  49.  Figures  en  perspective.  —  ."lO.  Figures  lionio- 
]ogi<ini>s  planes.  —  ôl.  Points  doubles.  —  5'2.  Iloinograpliie  dans  l'espace. 
—  53.  Iloniologie.  —  5i-55.  Cas  particuliers  de  l'honjographio.  —  56.  l'oints 
doubles.  —  h~.  Conicjues  homographiques.  —  58.  Expression  analytique. 

Tran.tfurmalions  corrélatives  59.  Définition  et  propriétés  générales.  — 
60.  Déterminafion  d'une  corrélation.  —  01.  Groupe  lioinograpirKjue  et  corré- 
latif. —  6'2.  Points  doubles  de  deux  corrélations.  —  G3.  Expression  analy- 
tique. —  64.  Classe  des  surfaces  du  second  degré.  —  65.  Applications. 


Transformations  homographiques 

i.").  Dans  le  (Ihapilie  précédent,  nous  avons  considéré  dos 
(ignres  formées  de  points  en  ligne  droite,  on  de  plans  menés 
par  une  même  droite,  et  se  correspondant  point  par  point,  ou 
plan  par  plan.  \ons  allons  étudier  maintenant  une  correspon- 
dance ponctuelle  de  deux  ligures  quelconques  de  l'espace, 
telle  que  ces  figures  se  correspondent  à  la  fois  point  par  point 
et  plan  par  plan,  de  telle  sorte  qu'à  tout  point  ou  à  tout  plan 
de  l'une  ne  corresponde  qu'un  point  on  (|u'un  |)lan  de  l'aiilre  : 
on  dit  alors  que  ces  ligures  se  coi'respondenl  homoi^rap}ii- 
quenient  :  c'est,  par  exemple,  le  cas  de  deu.x  ligures  sem- 
blables. 

D'après  cette  définition,  à  la  droite  commune  à  deux  |)lans 
de  l'une  des  figures  correspond  la  droite  commune  aux  deux 
plans  bomologiies  de  l'autre;  ainsi,  à  une  droite  correspond 
une  droite. 

A  tout  point  ni  d'une  droite  1)  de  la  première  figin'o,  cor- 
respond un  point  m'  de  la  droite  homologue  D'  de  la  seconde 
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figure,  el  réciproquement  :  les  points  m  et  m'  forment  donc 
sur  1)  et  D'  deux  divisions  homographiques.  On  en  déduit  im- 
médialemont  (n"  25)  que  : 

Étant  données  deux  figures  homographiques,  le  rapport 
anharnioiiique  de  quatre  points  en  ligne  droite  de  l'une  des 
figures  est  égal  à  celui  des  quatre  points  homologues  de 
Vautre. 

Pour  une  raison  analogue,  une  transformation  homogra- 
phiciue  n'altère  pas  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
plans  d'un  faisceau. 

46.  Soit  S  une  surface  de  degré  m,  dans  la  première  figure  : 
une  droite  D  la  coupe  (n°  8)  en  m  points;  ceux-ci  ont  pour 
homologues  m  points  de  la  droite  D',  qui  senties  points  com- 
muns à  cette  droite  et  à  la  surface  S'  :  cette  dernière  est 
donc,  comme  S,  de  degré  m.  Par  suite  : 

Une  transformation  homo graphique  n'altère  pas  le  degré 
d' une  surface. 

On  verrait,  de  même,  qu'elle  n'en  altère  pas  la  classe,  c'est- 
à-dire  le  nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut  lui  mener  par 
une  droite  arbitraire. 

47.  De  la  définition  même  de  la  transformation  homogra- 
[)hiciue  résulte  évidemment  ([ue  deux  transformées  homogra- 
phiques d'une  même  figure  se  correspondent  homographique- 
inent;  autrement  dit,  deux  transformations  homographiques 
successives  reviennent  à  une  seule. 

Quand  un  ensemble  de  transformations  est  tel  que  deux 
transformations  quelconques  de  cet  ensemble)  .appliquées  suc- 
cessivement, peuvent  être  remplacées  par  unè\seule  trans- 
formation appartenant  à  cx;t  ensemble,  on  dit  qufe^ces  trans- 
formations forment  un  groupe.  On  voit  donc  que  : 

Les  transj  or  mations  homographiques  forment  un  grâupe. 

48.  Ces  propriétés  fondamentales  étahlies,  nous  commen- 
cerons par  étudier  la  correspondance  homographique  de  deux 
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lii:iiii'>  planrs  :  elles  se  rnrrospondioiil  point    p;ii    |toinl  o\ 
tlioilc  p;if  iliuilf. 

Dans  le  |tlaM  I'  df  la  |»rciMM''ic'  ligure,  soient  a,  h,  c  el  </ 
i|iiatro  points  (Hieleon<pies,  réels  ou  imaginaii'es,  t«»ls(|iic  trois 
(l'entre  eii\  ne  -uiciil  pas  en  li;4ne  droite  :  il  en  >era  de  même 
de  leurs  liomologuos  «',  //',  c' ,  d'  dans  le  plan  de  la  seconde 
ligure.  Aux  six  droites  (pii  joignent  deux  à  deux  les  qualre 
points  rt,  0,  t\  d  correspondent  les  droites  (pii  Joignent  les 
points  homologues.  \  toute  droite  (i/n,  menée  par  n,  corres- 
pond la  droite  a'/n',  lelle  (  n"  io)  que  les  lappoits  anliaiMuo- 
nicpies  a{bvdni)  et  a' {h' c' d' m')  soient  égaux;  on  détermine 
de  même  la  droite  ////*'  homologue  d'une  droite  quelconcpie 
hm,  passant  par-  h.  On  peut  donc  ohlenir  ainsi  l'homologue  m' 
de  tout  point  m  de  la  première  ligure;  par  suite,  la  donnée 
des  (piatre  points  a,  b,c,do[i\e  leurs  homologues  suffit  pour 
déterminer  la  correspondanc<'  honiograplii(|ue  des  deux  li- 
gures planes  considérées. 

^''oyons  mainlenant  si  ces  qualic  couples  [leuvenl  être 
choisis  arbitrairement;  en  les  j)reiiant  ainsi,  nous  pouvons 
déjà  faire  correspondre  à  tout  point  m  de  l'une  des  figures  un 
seul  point  de  l'autre,  au  moyen  de  la  construclion  précédente  : 
nous  allons  voir  que  si  le  point  m  décrit  une  droite,  il  en  est 
alors  de  même  du  point  m';  il  en  résultera  que  la  correspon- 
dance ponctuelle  (/«,  m')  est  bien  homographique. 

En  effet,  si  le  point  m  décrit  une  droite,  les  rayons  ani  et 
bm  décrivent  ûcn\  faisceaux  homographiques,  dont  deux 
rayons  homologues  coïncident;  il  en  est,  par  suite,  de  même 
des  rayons  a' m'  el  ///«',  et  il  en  résulte  (n° 31)  que  le  point/»' 
décrit  aussi  une  droite.  On  en  conclut  que  : 

On  peut  transformer  honiographùjuenienl  une  figure  plane 
de  sorte  que  quatre  points  quelconques,  dont  trois  ne  sont  pas. 
en  ligne  droite,  aient  pour  homologues  quatre  points  quel- 
conques, assujettis  (I  la  nu' me  eonditian .  et  cela,  d'une  seule 
manière. 

A  deux  droites  parallèles,  menées  par  a  et  b,  correspondeni 
en  général  deux  droites  concourantes  issues  de  a'  et  V  :  leur 
point  commun  est  l'homologue  du  point  à  l'infini  dans  la  di- 
rection de  ces  parallèles.  Les  points  à  l'inlini  d'un  plan  étant, 
D.  3 
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(l'jiprès  leur  dénnition  incme  (ii"  13),  sur  une  même  droite, 
on  voit  quo  : 

Les  homologues  de  tous  les  points  à  l' in  fini  sont  en  ligne 
droite. 

49.  Deux  (iiiures  en  perspective  offrent  un  exemple  très 
simple  de  correspondance  homographiqne.  A  tout  point  m 
d'un  plan  V,  on  fait  correspondre  le  |)oinl  ///  d'un  plan  P', 
tel  que  la  droite  mm'  passe  par  \\\\  point  fixe  oj  de  l'espace. 
La  droite  à  l'infini  du  plan  P  a  évidemment  pour  homologue 
l'inlersection  du  pian  P'  avec  le  plan  mené  par  lo  parallèle- 
ment au  plan  P. 

Dans  une  telle  transformation,  tout  point  commun  aux 
plans  P  et  P'  coïncide  évidemment  avec  son  homologue.  Ré- 
ciproquement, deux  figures  qui  se  correspondent  homogra- 
phiquement  dans  deux  plans  P  et  P',  de  sorte  que  tout  point 
de  l'intersection  D  de. ces  plans  coïncide  avec  son  Jiomologue, 
sont  perspectives  l'une  de  Vautre. 

Soient,  en  effet,  a  ci  b  deux  points  du  plan  P,  a'  et  b'  leurs 
homologues  :  les  droites  ab  et  a'  b',  étant  homologues,  doivent 
couper  D  au  même  point;  par  suite,  les  droites  aa'  et  bb'  sont 
dans  un  même  plan  et  se  coupent  en  un  point  w.  Soient  a  et  [3 
deux  points  quelconques  de  la  droite  D  :  d'après  le  n°  kS, 
toute  transformation  homographiqne  telle  que  les  points  a, 
^3,  a  el  b  du  plan  P  aient  pour  homologues  les  points  a,  [3,  a' 
et  b'  du  plan  P',  coïncide  avec  la  transformation  considérée  : 
or  il  en  est  ainsi  de  la  transformation  homographique  {m,  m') 
telle  que  la  droite  mm'  passe  par  co.  Les  deux  figures  consi- 
dérées sont  donc  en  perspective  du  point  de  vue  co. 

50.  En  lahatlant  le  plan  P'  sur  le  plan  P  autour  de  linter- 
section  D,  on  obtient  dans  le  même  plan  P  deux  figures  ho- 
mographiques  telles  que  tous  les  points  d'une  certaine 
droite  D  coïncident  avec  leurs  homologues.  Ce  cas  particu- 
lier de  l'homographie  s'appelle  Vhomologie{^);  la  droite  D  est 

(  '  )  Cette  (ténoniinatioii  est  due  à  Porcelet  (  Truite  dex  propriétcs piojectii'es), 
qui  a  donné  le  premier  la  the'orie  des  figures  homologiques.  Celles-ci  avaient 
pourtant  e'té  employe'es  déjà  par  La  IIiue  {Planiconiqiies;  i6-j3)  et  par  Le  Poivre 
(  de  Mons)  (i-(>4)- 


u— 
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appi'lée  \aj:c  d  liDinolit^ic  :  on  voit  rnie  (/car  droites  hum 
loi^nics  se  coupent  sur  l'a.rc  d'honKilo^'ic. 

Soieiil  a  cl  «'  dciiv  [hmiMs  honiolo^'ncs  de  doux  lij,'iircs  lio- 
moloj^iqucs.  el  y.  Ir  point  où  au'  coupe  l'axe  d'lioiiiolo{,'ie  1). 


l/lioinologue  de  la  droite  «a  est  la  droite  a' a  (  puisque  a  coïn- 
cide avec  son  liomolo{^ue),  c'est-à-dire  la  même  droite.  Ainsi, 
la  droite  qui. joint  deux  points  homologues  coïncide  avec  son 
homologue.  Il  en  résulte  que  le  point  w,  commun  à  deux  de 
ces  droites,  aa'  el  bb\  coïncide  également  avec  son  homo- 
logue. Soit  maintenant  m  un  point  quelconque  de  la  première 
figure  et  juL  le  point  où  u)ni  coupe  I)  :  la  droite  unnij.,  dont 
deux  points,  oj  et  fx,  coïncident  avec  leurs  homologues,  se 
confond  aussi  avec  son  homologue,  el  contient  donc  le 
point  ni' .  Ainsi  les  droites  tjui  joignent  deu.v  points  homo- 
logues passe/tt  par  le  point  co;  ce  point  est  appelé  le  centre 


d'honiologie. 


On  démontreiait  d'une  manière  absolument  analogue  que 
lieux  figures  homographiques  d'un  môme  plan,  telles  que  les 
droites  joignant  deux  points  homologues  passent  par  un  point 
fixe,  jouissent  aussi  de  celte  propriété  que  les  droites  homo- 
logues se  coupent  sur  une  droite  fixe. 

Dans  certains  cas,  le  centre  d'homologie  peut  se  trouver 
sur  l'axe  tl'homologie. 

Quand  l'axe  d'homologie  est  la  droite  de  l'infini,  toutes  les 
droites  homologues  sont  parallèles:  ce  cas  particulier  de  l'ho- 
mologie  est  Vhomothétie. 


36    CHAP.   m.  —  TRANSFOnMATIOXS  HOMOGRAPHIQUES  ET  CORRÉLATIVES. 

51.  D'après  le  théorème  fondamenlal  .du  n"  48,  lorsque 
deux  figures  homogiaphiques  sont  dans  un  même  plan,  il  ne 
peut  exister  quatre  points  non  on  ligne  droite  coïncidant  avec 
leurs  homologues,  à  moins  (jue  les  deux  figures  ne  coïncident. 
Dans  le  cas  particulier  où  trois  points  en  ligne  droite  coïn- 
cident avec  leurs  homologues,  il  en  est  de  même  de  tous  les 
points  de  la  droite  qui  passent  par  ces  points  :  cela  résulte  im- 
médiatement de  ce  que  deux  divisions  homographiques  dont 
trois  points  coïncident  avec  leurs  homologues  sont  confon- 
dues; on  se  trouve  alors  dans  le  cas  des  figures  homologiques; 
et,  en  dehors  de  l'axe  d'homologie,  le  centre  d'homologie  jouit 
aussi  de  la  propriété  de  coïncider  avec  son  homologue. 

Dans  le  cas  général  de  deux  figures  homographiques  situées 
dans  un  même  plan,  il  existe  seulement  trois  points  qui  coïn- 
cident avec  leurs  homologues.  Soient,  en  effet,  a  et  a' ,  b  et  b' 
deux  couples  de  points  homologues.  Les  droites  homologues 
issues  de  a  et  a'  se  coupent  (n°  il)  sur  une  certaine  co- 
nique A,  qui  passe  par  le  ])oinl  de  rencontre  w  des  droites 
homologues  ab  et  a' b';  de  même  les  droites  homologues 
issues  de  b  et  b'  se  coupent  sur  une  autre  conique  B,  qui  passe 
aussi  par  le  point  w.  Ces  coniques  A  et  B  se  coupent  en  trois 
points,  outre  le  point  o),  et  il  est  bien  évident  que  ces  points 
coïncident  avec  leurs  homologues.  On  les  appelle  les  trois 
points  doubles  des  figures  homographiques  considérées;  les 
droites  qui  les  joignent  deux  à  deux  forment  de  môme  trois 
dro  ites  doub  les . 

L'homograi)hie  se  trouvera  déterminée  par  la  donnée  des 
trois  points  doubles  a,  [3,  y  et  d'un  couple  de  points  homo- 
logues ni  et  m' .  Etant  donné  un  point  n,  on  déterminera  son 
homologue  n'  en  remarquant  que  le  rapport  anharmonique 
a{^ynn')  est  égal  au  rapport  (x{(^ynim'),  par  exemple. 

Si  les  points  (3  et  y  sont  les  points  cycliques,  on  voit  (n°  34) 
que  les  angles  nan'  et  mam'  sont  égaux.  Ainsi  toute  droite 
passant  par  a  a  pour  homologue  une  autre  droite  issue  de  ix 
et  faisant  avec  elle  un  angle  fixe.  Par  une  rotation  d'un  cer- 
tain angle  autour  de  a,  on  peut  donc  faire  coïncider  les  droites 
homologues  issues  de  ce  point;  les  deux  figures  sont  alors 
amenées  à  être  homologiques,  et  l'axe  d'homologie  est, 
comme  on  le  voit  aisément,  la  droite  de  l'infini,  de  sorte  que 
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les  (if;iires  sont  (Icvcmics  liomollicti<|iU's;  ainsi,  si  1rs  points 
cyclif/ucs  sn/it  (Irii.r  îles  />oints  finiihlrs  il'iinr  hnmni^rnphic, 
celle-ci  est  une  siinilit mil-,  f.c  lioisièmc  poiiil  doiihlc  ol  le 
centre  dr  similitiiilf. 

o'I.  l'assuiis  inaiiiU'iiaiil  à  ["('tiKle  (Il'>  li^tiro  lioino|^'i'a- 
phiqucs  dans  l'espace.  ÉtanI  données  deux  de  ces  lij;iires, 
soient  a,  b,c,(i,e  cinq  points  de  la  première,  tels  qne  (|uatrtî 
d'entre  en\  ne  soient  |)as  dans  un  même  plan;  il  rn  x'ra  de 
même  de  leurs  liomolofines  a' ,  h' ,c' ,  d' ,  e'  dans  la  seconde 
fij;ure.  Aux  dix  plans  déterminés  par  les  cin(|  premieis  points, 
pris  trois  à  trois,  corre>pf)ndent  les  plans  dêlerminés  par  les 
points  liomcjlojrues.  A  tout  plan  ainn,  mené  par  al»,  corres- 
pond le  [)lan  a' h' m' ,  mené  par  t('h\  et  tel  (|ue  les  rapports 
anharmoniques  ah{cdem)  cV  a' b' {c'd'e'm')  soient  égaux.  On 
détermine  de  même  les  plans  b'c' m'  et  r'a'ni',  homologues 
de  plans  quelconques  bcm  et  rani,  menés  par  les  droites  bc 
cl  ca.  On  peut  donc,  fmnlement,  obtenir  l'homologue  m' de 
tout  point  m  de  la  première  figure.  On  voit,  |)ar  suite,  que  la 
donnée  des  cinq  jioints  a,  b,  c,  d,  e  et  de  leurs  homologues 
sullit  à  déterminer  la  correspondance  homogra[)iii(iue  des 
deux  ligures  considérées. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que  ces  cinq  couples  de 
points  homologues  peuvent  être  choisis  arl)itrairement.  En 
les  prenant  arbitraires,  nous  pouvons  déjà,  au  moyen  de  la 
construction  précédente,  faire  correspondre  à  tout  point  m  de 
l'une  des  figures  un  point  m' de  l'autre;  nous  allons  voir  que, 
si  le  point  /;/  décrit  une  droite,  il  en  est  de  même  du  point  m'  : 
il  en  résultera  évidemment  qu'à  des  droites  concourantes 
correspondront  des  droites  concourantes,  et  que,  par  suite,  à 
un  plan  correspondra  un  plan. 

Or,  si  le  point  m  décrit  une  droite,  les  plans  abm,  bcm  et 
cam  décrivent  trois  faisceaux  homographif[ues,  dont  trois 
plans  homologues  coïncident;  il  en  est,  par  suite,  de  même 
des  plans  a'b'm' ,  b'c' ni'  et  c'a' m',  et  il  en  résulte  (n"  31)  que 
le  point  m'  décrit  aussi  une  droite.  Nous  voyons  donc  que  si 
le  point  m  décrit  un  plan  (qui  peut  être  le  plan  de  l'infini),  il 
en  est  de  même  du  point  ni'  :  la  correspondance  {m,  m')  est 
donc  bien  homographique;  on  en  conclut  que  : 
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On  peut  transfor/ner  liomographiqiiement  une  figure  quel- 
conque de  l'espace,  de  sorte  que  cinq  points  quelconques,  réels 
ou  imaginaires,  dont  quatre  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
aient  pour  homologues  cinq  points  arbitraires,  assujettis  à  la 
même  condition,  et  cela  d' une  seule  manière. 

Au  plan  de  l'infini  d'une  des  figures  correspond,  en  général, 
un  plan  à  distance  finie  dans  l'aulro. 

53.  Si  deux  figures  homographiques  sont  telles  que  tous  les 
points  d'un  certain  plan  P  coïncident  avec  leurs  homologues, 
on  dit  que  ces  figures  sont  homologiques.  Soient  a  el  b  deux 
[)oinls  de  la  première  figure,  a'  et  b'  leurs  homologues,  et 
soit  A  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  aba'.  La  droite  A 
coïncidant,  par  hypothèse,  avec  son  homologue,  l'homologue 
du  plan  «A  est  le  plan  a'^,  c'est-à-dire  ce  plan  lui-même  :  ce 
dernier  passe  donc  par  l'homologue  b'  du  point  b.  On  voit 
donc  que  les  quatre  points  a,  a',  b  et  b'  sont  dans  un  même 
plan.  Soit  w  le  point  commun  aux  droites  aa'  et  bb'  :  on  verra, 
comme  au  n°  50,  que  ce  point  se  confond  avec  son  homologue, 
et  que  toute  droite  qui  joint  deux  points  homologues  passe 
par  ce  point,  qui  est  appelé  centre  d'homologie. 

Réciproquement,  si  les  droites  qui  joignent  deux  points 
homologues  de  deux  figures  homographiques  passent  par  un 
point  fixe,  ces  figures  sont  homologiques;  on  le  démontrerait 
d'une  manière  analogue. 

Le  centre  d'homologie  peut,  dans  certains  cas,  se  trouver 
dans  le  plan  d'homologie. 

Les  figures  homothétiques  sont  des  figures  homologiques 
admettant  pour  plan  d'homologie  le  plan  de  l'infini. 

54.  Considérons  maintenant  deux  figures  homographiques 
telles  que  trois  points  d'une  certaine  droite  A  coïncident 
avec  leurs  homologues  :  il  en  est  alors  évidemment  de  même 
de  tous  les  points  de  cette  droite.  A  tout  plan  P  passant  par  A, 
correspond  un  plan  P'  issu  également  de  celle  droite.  Les 
plans  P  et  P'  se  correspondent  dans  un  faisceau  homogra- 
phique  qui  n'admet  généralement  que  deux  plans  douhles, 
IIi  etll,.  Les  points  homologues  situés  dans  chacun  de  ces 
plans  forment,  d'après  ce  qui  précède  (n»  50),  des  figures 
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lioinoloj:i(iii('s,  <lniii  les  (ciiiics  d'IiDinolo^'ic  '.i,  el  6)|  sonl 
«leiix  poitjls  ((iii  se  rorrcspoiidnil  à  eux-mrmos  dans  la  Irans- 
rorinalion  lioino^'iapliiiiiic  considoréc.  La  dioilc  m, ri),  se  cor- 
ri'S|(()nil  «''\i(l»'iniin'ni  à  (•Il('-m»**m<',  ainsi  i|ne  Ions  les  plans 
<pii  passent  par  celle  dioile:  il  en  e>l  de  inrine  <les  plans  li, 

00.  Il  peul  eneorc  aniv<'r  (|nt'  ions  les  plans  V,  issus  de  A, 
coïncidenl  avec  leurs  Ii(Miiolo};jnes  P  :  dans  ce  cas,  il  existe  un 
«•entre  d'Iionioloj^ie  ',)  dans  cliaenn  de  ces  plans;  tous  ces 
<entres  sont  en  ligne  droite,  cai'  la  droile '■),  0)2  (pii  joint  deux 
d'entre  eux  se  correspondant  à  elle-UM'ine,  ainsi  que  tout 
plan  issu  de  A.  le  point  où  o),  m.,  coupe  ini  Ici  |)lan  coïncide 
avec  S011  lioniolo'rne,  et  est  donc  le  centre  d'hoinolopic  situé 
dans  ce  |)lan.  Dans  ce  cas,  il  existe  donc  deux  droites  A  <•!  A, 
dont  tous  les  points  coïncident  avec  leurs  homologues;  il  en 
est  de  même  de  Imis  les  plans  qui  passent  par  ces  droites. 
Deux  (ignres  svmétriques  par  rapport  à  une  droite  olTrent  un 
exenipl<'  de  ce  cas  particulier  d'homographie  :  les  droites  A 
et  A,  sont  alors  l'axe  de  symétrie  et  la  droite  à  l'infini  des 
j)lans  normaux  à  cet  axe. 

50.  D'après  le  théorème  fondamental  du  n"o2,  deux  figures 
homographiques  dont  cinq  points  coïncident  avec  leurs  ho- 
mologues sont  en  général  (confondues;  il  y  a  exception  si 
<piatre  de  ces  |)oints  sont  dans  un  même  plan  :  tous  les  points 
(le  ce  plan  coïncident  alors  (11°  48)  avec  leurs  homologues,  et 
les  deux  figures  sont  homologiques,  à  moins  que  trois  des 
points  considérés  ne  soient  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  général,  deu.r  Jii^uves  homugraphifjucs  ad- 
melleiit  </ualre  points  doubles.  Soient,  en  effet,  A,  B  etC  trois 
droites  situées  dans  un  même  plan  P  de  la  première  figure, 
V,  W  et  C  leurs  homologues  dans  la  seconde.  L'intersection 
des  plans  homologues  issus  de  A  et  A' décrit  (n°  43)  une  sur- 
face du  second  degré  passant  par  l'intersection  A  des  plans 


(')  Deux  figures  égales  qu'on  peut  amener  en  coïncidence  par  une  rotation 
autour  d'un  axe  donnent  un  exemple  de  ce  cas  -.  la  droite  A  est  l'axe  de  rotation, 
c-l  les  points  w,  et  to;  sont  les  points  cycliques  des  plans  normaux  à  cet  axe. 
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homologues  1*  cl  I";  il  (mi  csI do  même  des  surfaces  du  second 
degré  qui  correspondeiii  aux  faisceaux  B  et  H'  et  aux  faisceaux 
C  et  C.  Tout  point  coumuiu  à  ces  trois  surfaces,  et  n'appar- 
tenant pas  à  la  droite^  A,  coïncide  évidemment  avec  son  ho- 
mologue; or  il  existe  quatre  de  ces  [)oinls,  car  (n°  kh-)  trois 
quadriqucs  qui  ont  une  génératrice  commune  ont  en  général 
en  commun  quatre  points  en  dehors  de  celte  droite. 

Les  faces  du  tétraèdre  des  points  douhles  sont  ^««^/e/^/aw.s 
doubles;  ses  arêtes  sont  six  droites  doubles.  D'après  la  ma- 
nière même  dont  sont  déterminés  ces  points  douhles,  deux 
d'entre  eux  peuvent  être  infiniment  voisins  :  cela  a  lieu 
lorsque  la  cubique  commune  à  deux  des  quadrlcjucs  consi- 
dérées est  tangente  à  la  troisième;  la  droite  qui  Joint  les  deux 
points  infiniment  voisins  est  alors  tangente  à  la  cubique. 

Les  droites  A,  li  et  ('  n'étant  pas  supposées  concourantes, 
les  seuls  points  du  plan  P  communs  aux  trois  quadriques 
considérées  sont  ceux  de  la  droite  A.  Si  donc  ces  trois  qua- 
driques ont  en  commun  une  infinité  de  points,  en  outre  de 
(îeux  de  A,  le  lieu  de  ces  points  ne  devra  couper  le  plan  1* 
i(u'en  des  points  de  A.  Les  trois  quadriques  peuvent  ainsi  ad- 
mettre une  génératrice  commune,  de  système  différent  de  A; 
la  conique  commune  alors  à  deux  d'entre  elles  coupe  la  troi- 
sième en  deux  points  qui  sont  les  points  doubles  w,  et  w,  du 
cas  du  n°  5i.  Les  trois  quadriques  peuvent  encore  admettre 
en  commun  deux  génératrices  coupant  A:  c'est  le  cas  du  n"  55. 
Enfin,  les  trois  quadriques  peuvent  se  décomposer  chacune 
en  deux  plans  tels  que  l'un  de  ces  plans  appartienne  à  la  fois  à 
ces  trois  surfaces  :  c'est  le  cas  des  figures  homologiqucs;  le 
centre  d'homologie  est  fourni  par  l'intersection  des  trois  au- 
tres plans  obtenus  dans  la  décomposition  précédente. 

57.  De  ce  qu'une  transformation  homographique  n'altère 
pas  le  rapport  anharmonique  (n°  45)  de  quatre  droites  con- 
courantes situées  dans  un  même  plan,  il  résulte  immédiate- 
ment qu'elle  n'altère  pas  non  plus  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  situés  sur  une  conifiue  (n°  42);  car  une  co- 
nique passant  par  quatre  points  a,  b,  c,  d  peut  être  définie 
comme  le  lieu  des  points  m  du  plan  abcd  tels  que  le  rapport 
anharmonique   m{cibcd)    ait  une   valeur  donnée;  sa  trans- 
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formée  sera  lo  lieu  des  poirits  m'  ilii  plan  fi'h'c'd'  hl»  (|iii!  le 
rapport  aiiliarin()ni(|ue  ni'{a' b'c'd')  ail  la  mriiit'  valeur. 

On  en  roncliit  tpie  si  (piaire  puiiits  (riiiic  couicpie  ('  ont  [loiii 
liomolo^iics  dans  une  tran>i°orniati(in  lioni()^:i'aplii(|n<>  (pialn- 
poinlsd"nnoci)niipie(y,  lt'ls(|n('  k's  rapports  a idiarnioni(|n<'s  de 
ces  deux  jjroupes  de  quatre  points  soient  é^'aux  sur  les  deux 
coniques,  (!'  est  rhonioloj;M«'  de  t..  On  [)eiit  donc  toujours  faire 
se  correspondre  lionioj;ra|)liiquetnenl  deux  c(»niqucs  arbi- 
traires, et  transformer,  parcx('m|)Ic,  une  coniiiuc  (piçlcoin|iic 
en  romhilicalc  (n"  3i),  on  en  un  cercle  ([uelconqin'. 

08.  Soient  A,  15,  (]  cl  I)  (|nalre  l'onclions  linéaires  cl  homo- 
gènes de  (|nalre  paramètres  a,  ,3,  y  et  0.  Si  à  tout  |)oint  de 
coordonnées  barvcentriques  (a,  ,3,  y,  è)  par  rapport  à  un  cer- 
tain tétraèdre  de  référence,  on  lail  correspondre  le  point  don! 
les  coordonnées  barvcentriques  sont  A,  15,  (1  et  D,  on  aura 
bien  délini  une  transformation  homofrraphique;  car,  si  le 
point  (a,  P,  y,  0)  décrit  un  plan,  il  en  est  évidemment  de 
même  du  point  (  V,  H,  C,  D).  On  peut  d'ailleurs  obtenir  ainsi 
la  transformation  homograpliique  la  plus  générale,  car  on 
peut,  à  un  facteur  constant  près,  déterminer  les  seize  coeffi- 
cients (|ui  lifTurent  dans  les  fonctions  A,  lî,  C  et  I)  par  la  con- 
dition que  cinq  points  donnés  aient  poin-  homologiios  cinq 
autres  points  donnés,  ce  qui  fournit  quinze  équations. 

On  aurait  obtenu  des  résultats  analogues  dans  le  cas  de  fi- 
gures planes. 

Transformations  corrélatives. 

59.  Nous  avons  déjà  fait  remar(|uer  (n°  31)  l'étroite  ana- 
logie qui  e\ist(^  entre  les  propriétés  des  divisions  et  des  fais- 
ceaux homographiques  :  elles  peuvent  en  effet  se  ramener  les 
unes  aux  autres  au  moyen  d'une  transformation  des  plus  im- 
portantes, \a  tra/is/or/nalion  clnrdislique  ou  corrélatu'e. 

A  tout  point  de  l'une  des  figures  elle  fait  correspondre  ini 
plan  de  l'autre,  et  réciproquement.  Ainsi,  à  des  points  m  si- 
tués dans  un  même  plan  P  correspondront  des  plans  P'  pas- 
sant par  un  même  point  m',  qui  correspondra  lui-même  ainsi 
au  plan  P. 
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A  des  points  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  communs  à  deux 
plans,  corresponfliont  des  plans  passant  par  deux  points,  et, 
|)ar  suite,  par  une  droite.  Ainsi,  à  nue  droite  correspond  une 
droite. 

V\\%  surface  S,  lion  d'un  point  m,  a  pour  transformée  la 
surface  S'  envelopi)ée  par  le  plan  M'  qui  correspond  au 
point  ni\  le  point  m'  où  ce  plan  M'  touche  S'  est,  par  défini- 
lion,  commun  à  trois  positions  infiniment  voisines  de  ce  plan, 
(|ui  correspondent  à  trois  positions  infiniment  voisines  de  ni 
sur  S;  c'est  donc  le  point  qui  correspond  au  plan  déterminé  par 
ces  trois  positions  de  /«,  c'est-à-dire  au  plan  tangent  en  /«à  S. 
Les  surfaces  S  et  S'  sont  dites  corrélatives,  et  l'on  voit  que 
chacune  d'elles  peut  être  déduite  de  l'autre  de  deux  manières, 
et  être  définie  soit  comme  l'enveloppe  d'un  plan,  soit  comme 
le  lieu  d'un  j)oint. 

Les  points  communs  à  la  surface  S  et  à  une  droite  D  ont 
pour  transformés  les  plans  tangents  à  la  surface  S'  menés  par 
la  droite  D'  homologue  de  D  :  ces  plans  tangents  seront  en 
même  nomhre  que  les  points  auxquels  ils  correspondent; 
par  suite  : 

La  classe  d'une  surface  est  égale  au  degré  d'une  surface 
corrélative. 

A  une  courhe  plane  correspond  une  surface  enveloppée 
par  des  plans  issus  d'un  i)oint  fixe,  c'est-à-dire  un  cône; 
d'une  manière  générale,  à  une  courbe  correspond  une  sur- 
face enveloppée  par  un  plan  ne  renfermant  qu'tni  paramètre 
arbitraire,  c'est-à-dire  une  surface  développ.able.  Los  géné- 
ratrices de  cette  surface,  intersections  de  deux  plans  tan- 
gents infiniiiient  voisins,  correspondent  aux  droites  joignant 
doux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe,  c'est-à-dire  aux 
tangentes  à  celle-ci. 

Les  sections  planes  de  deux  surfaces  cdgébriques  corréla- 
tives sont  des  courbes  de  la  même  classe. 

Soient,  on  efrot,  S  et  S'  deux  surfaces  corrélatives;  aux' 
tangentes  à  S  menées  par  un  point  a  dans  un  plan  A  corres- 
pondent les  tangentes  à  S'  menées  dans  le  plan  A',  corrélatif 
du  point  a,  et  par  le  pointa',  corrélatif  du  plan  A  :  le  nombre 


^.•«^j 
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«I»'  ces  t;mp:('iil('s  r('|>r(''s«'iito  donc  à  hi  fois  |;i  classe  des  sec- 
tions planes  (h-  S  on  de  S',  (le  ili»''orènn'  iiciil  encore  s'é- 
n(»ncer  : 

Les  cvnes  circonscrits  à  deux  surfaces  corrélatives  sont  du 
nu'me  dci^ré. 

\  loiii  point  ///  d'une  dioile  I)  ne  coii'espond  ipi'un  plan  M 
mené  par  D',  el  réciproqnenu'nl  ;  si  donc  [x  désij^no  le  point 
on  le  |dan  W  coupe  ntie  droile  (pndcoïKpn'  A,  les  points  /;/ 
el  /JL  déterminent  snr  I)  et  A  den\  divisions  lioino^'raplu(pi(»s; 
le  rapport  anliarnioni(pH'  de  cpiatre  points  ///  est  donc  éj^al  à 
ceini  des  rpiaire  points  \i,  et,  par  snile.  des  (pialre  plans  M' 
qni  leiii-  coirespondent.  Ainsi  : 

Le  rapport  (inharnionique  de  (fuulrc  points  en  ligne  droite 
est  égal  à  celui  des  quatre  plans  corrélatifs. 

()0.  De  celte  dernière  propriété,  nons  allons,  |)ar  nn  lai- 
sonnemenl  senddahle  à  ceini  du  n"  Vrl,  d(''dnire  dc^s  résultats 
analogues. 

Elant  données  deux  figures  dualislicjues,  soient,  en  elFet, 
dans  l'une,  A',  B',  (]',  D'  et  E'  les  plans  corrélatifs  d(^  <  in(| 
points  a,  b,  c,  d  el  e  de  l'autre.  On  peut  obtenir  le  plan  M', 
corrélatif  d'un  point  quelcourpie  m,  en  reniar(|uant  tpie  le 
rapport  anharmoniquc  des  quatre  plans  déterminés,  par 
exemple,  par  la  droite  ah  et  les  points  c,  «-/,  e  et  m  est  égal  à 
celui  fies  f|uatre  points  où  les  plans  (]',  I)',  K'  et  M'  coupent 
la  droile  A'IV.  On  déterminera  ainsi  le  plan  M',  parexeujple, 
au  moyen  des  trois  points  où  il  coupe  les  droites  A'IJ',  B'C 
et  C'A'. 

D'ailleiH's,  si  les  cinq  points  el  les  cinq  plans  considérés 
sont  quelconques,  le  plan  M',  que  la  construction  précédente 
permet  d'associer  à  lout  point  m,  lui  correspond  bien  dualis- 
liqnement  :  c'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

En  etfet,  si  le  point  m  décrit  une  droite  (pielconque,  les 
plans  abni,  bcni  et  cani  décrivent  trois  faisceaux  bomogra- 
j)biques,  dont  trois  plans  homologues  coïncident  avec  le  plan 
abc.  Il  en  résulte  que  le  plan  M'  défini  par  la  construction 
précédente  coupe  les  droites  A'H',  B'C'elC'A'en  trois  points 
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Iiomologues  de  trois  divisions  honiographifiues,  dans  les- 
(lucllcs  trois  points  homologues  coïncident  avec  le  point 
commun  à  ces  trois  droites.  Par  suite  (n°  31),  le  plan  M'  passe 
par  une  droite  fixe. 

Vinsi  donc,  à  tous  les  points  d'une  droite  A  correspondent 
par  notre  construction  des  plans  passant  par  une  droite  fixe  A'; 
à  des  droites  A  passant  par  un  même  point  m  correspondent 
d'ailleurs  évidemment  des  droites  A'  situées  dans  un  même 
|)lan  M'.  Il  en  résulte  qu'aux  points  d'un  même  plan  corres- 
pondent des  plans  passant  par  un  même  point;  par  suite,  la 
correspondance  {m.  M')  est  bien  dualistique,  et  nous  voyons 
que  : 

On  peut  transformer  dualistiquement  une  figure  de  sorte 
que  cinq  quelconques  de  ses  points,  dont  quatre  n'appar- 
tiennent pas  à  un  même  plan,  aient  pour  corrélatifs  cinq 
plans  quelconques,  dont  quatre  ne  soient  pas  concourants,  et 
cela  d' une  seule  manière. 

Dans  le  cas  de  figures  planes,  on  obtiendrait  des  résultats 
analogues,  en  faisant  se  coYYe?,^onûvç:  quatre  points  et  quatre 
droites  arbitraires. 

61.  D'après  la  définition  même  des  figures  homographiques 
et  corrélatives,  on  voit  que  deux  transformations  corrélatives 
successives  équivalent  à  une  transformation  homographique, 
et  que  deux  transformations  successives,  l'une  corrélative  et 
l'autre  homographique,  équivalent  à  une  transformation  cor- 
rélative. Par  suite,  plusieurs  transformations  successives, 
homographiques  ou  corrélatives  peuvent  être  remplacées  par 
une  seule  transformation,  qui  est  elle-même  homographique 
ou  corrélative,  selon  que  les  transformations  successives 
comprennent  un  nombre  pair  ou  impair  de  corrélations. 
Ainsi  donc  : 

L'ensemble  des  homographies  et  des  corrélations  constitue 
un  groupe  de  transformations. 

62.  De  là  résulte  que  deux  figures  corrélatives  à  une  troi- 
sième sont  homographiques;  dans  ces  deux  figures  homogra- 
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plnt|iir>,  il  oxistc  ^'ctHTaltMiiciil  (|ii;ilic  pliiiis  duiihlcs  (  ii"  50 )  ; 
un  l'M  (It'ddit  (|iic  : 

Si  iOn  voiisidî'rc  dcu.r  Iransfornialions  rom'-lalii'fs  r/'iinc 
nn'nic  lÎL^nirc,  il  cuistc  i:;èm''r(ilcinriit  (iiiatrc  points  de  crllc-<-i 
tels  (/iiv  les  j>lnns  (jiii  ('orrcsj>oii(hiil  à  thniiin  d'ci/.v  flans  A-v 
lieux  transforniafions  coïncident . 

Dans  certains  cas  parlicnlicrs,  il  y  anra  une  inliiiilé  de  points 
<lonl  les  plans  lionioio.utics  coïncideront  :  cela  aura  lieu 
lorscpie  les  deu\  Iransfoiinécs  par  dualité  sercuit  lioinoloj^i- 
(|nes,  ou  lorsqu'elles  ap|)ailiendronl  aux  lioinoj,Mapliies  |iar- 
(iculières  étudiées  dans  les  n"-  ok  et  oo. 

63.  En  désignant,  comme  au  n"o8,  par  A,  B,  (1  et  I)  (lualre 
fonctions  linéaires  et  liomofïènes  de  (piatre  paramètres  a,  (3, 
yel(5,  on  aura  évfdeinment  une  transformation  corrélative  en 
faisant  correspondre  à  tout  point  de  coortlonnées  barycen- 
iriqucs  (a,  j3,  y,  o)  le  plan  représenté  par  réf]uati()U 

kx -\-Yiy -\- iZz -^i^t  —  o; 

aux  points  d'iui  plan  coiiespondronl  eu  effet  ainsi  des  plans 
concoui'anl  en  un  même  point. 

Comme  au  n"  58,  on  voit  d'ailleurs  que  la  transformation 
corrélative  la  plus  générale  peut  être  obtenue  parce  procédé 
qui  permet  de  faire  correspondre  à  cinq  points  arbitraires 
cinq  plans  donnés. 

64.  Nous  terminerons  ce  Cbapitre  par  quelques  applications 
de  la  transformation  corrélative. 

Nous  avons  obtenu  précédemment  (n"  38)  le  tbéorème 
suivant  : 

Une  courbe  du  second  degré  est  aussi  de  la  seconde  classe. 

Par  une  transformation  dualistique  plane,  on  en  déduit  le 
théorème  corrélatif  : 

Une  courbe  de  la  seconde  classe  est  aussi  du  second  degré. 
Ces   deux  énoncés   réciproques   nous   montrent   que    les 
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courbes  du  second  degré  et  celles  de  la  seconde  classe  ne 
rormcnt  qu'une  famille;  on  les  désigne  sous  le  nom  de 
coniques  :  nous  voyons  ainsi  qu'à  toute  propriété  projective 
des  coniques  correspondra  sa  corrélative. 

11  y  a  cependant  une  exception  :  le  théorème  dont  nous 
sommes  partis  ne  s'applique  pas  (n°  32)  aux  courbes  du 
second  degré  formées  de  deux  droites;  de  même,  l'ensemble 
(le  deux  points  forme  bien  une  enveloppe  de  la  seconde 
classe,  ei  non  du  second  degré. 

D'après  une  remarque  du  n°  59,  une  surface  du  second 
degré,  c'est-à-dire  dont  les  sections  planes  sont  du  second 
degré,  et,  par  suite,  de  la  seconde  classe,  a  pour  corrélative 
une  surface  dont  les  sections  planes  sont  aussi  de  la  seconde 
classe,  et,  par  suite,  du  second  degré;  comme  toute  surface 
de  la  seconde  classe  peut  être  considérée  comme  corrélative 
d'une  surface  du  second  degré,  on  voit  ainsi  que  : 

Une  surface  de  la  seconde  classe  est  aussi  du  second  degré. 

Corrélativement  : 

Une  surface  du  second  degré  est  aussi  de  la  seconde  classe . 

On  désigne  sous  le  nom  de  quadriques  les  surfaces  du 
second  degré  ou  de  la  seconde  classe. 

Les  théorèmes  précédents  ont  cependant  des  cas  d'excep- 
lion  :  aux  cônes  du  second  degré  on  ne  peut  généralement 
mener  aucun  plan  iangent  par  une  droite  quelconque.  De 
même  une  conique  constitue  bien  une  enveloppe  de  la  seconde 
classe,  bien  que,  en  général,  une  droite  quelconque  ne  la 
coupe  pas  en  deux  points. 

65.  Aux  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  au  n°  41  et  au 
n°  42  correspondront,  par  exemple,  les  corrélatifs  suivants  : 

1°  La  droite  qui  joint  les  points  homologues  de  deux  divi- 
sions homo graphiques  d'un  même  plan  enveloppe  une 
conique; 

2°  Cinq  tangentes  déterminent  en  général  une  conique; 

3'^  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  oii  quatre 


I  U  VN>Hi|t>|  vIKiNs    (:i)ltUKI.AII\  KS.  47 

Inngentt'^  Ji rrs  d'uni'  cont'f/iir  coupent  une  tnngcntr  rurùihle 
tir  ri'tir  vmirlir  r>if  mn^lnnl  (  '  ). 

Supposons  (prune  de  ces  qii.Hre  laiif,'eiiles  soil  la  droite  de 
l'injini  :  on  dil  iilors  (jue  la  <oiii(|ue  est  une  itarahole;  le 
r;i[ip()rl  anii.ii  nioiiiipie  considéré  se  rédnil  alors  an  rappoil 
de  deii\  se;j:nients,  el  l'on  voit  ainsi  (pn*  : 

Trois  toni^cntcs  fi.rcs  n  une  [xiraholi-  interceptent  sur  une 
tnui^ente  varia f/le  des  sei,'nients  dont  le  rapport  reste  con- 
stant. 

Transformons  cnlin  par  eorrélalion  la  ^'énéralisalion  du 
théorème  de  Kréjrier  (n"  3D)  :  an\  deux  faisceaux  en  involn- 
lion  issus  d'un  point  a  dnnc  coniipie  C,  correspondent,  sur 
une  lan^^enle  \'  à  la  lianslonnée  (!'  de  C,  deii\  divisions  en 
involution;  à  la  corde  interceptée  sur  (!  [lar  deux  rayons 
homologues  corres|)ond  le  point  conniiun  à  deux  tangentes 
menées  ù  C  par  deux  pcunts  homologues.  (]e  point  décrit  une 
droite  ([ui  passe  par  les  |)oints  de  contact  des  tangentes  issues 
des  points  doid)les  de  l'inxolution. 

En  |)arliculier,  si  ces  points  donhies  sont  h'S  points  cycli- 
(lues,  C  est  une  parahole,  et  les  tangentes  issues  de  deux  points 
homologues  de  l'involidion  deviennent  (n"  37)  deux  tan- 
gentes rectangidaires.  Leur  point  commun  décrit  la  droite  qui 
joint  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  parahole 
par  les  points  cycliques  :  cette  droite  est  appelée  la  direc- 
trice de  la  parahole.  On  voit  donc  que  : 

/>t'  lieu  des  sonimels  des  angles  droits  circonscrits  à  une 
parabole  est  sa  directrice  (^). 


_(■' )  CilASLEs,  Aperçu  historique.  Noie  X\  1. 

(-)  Ce  tliéorémc  est  tin  à  I^  v  IIiHE  {Seciiones  conicse,  Liv.   VIII). 


/|S  CIIAP.    IV.    —    PRINCIPALES    PROPRIÉTÉS    DES    CONIQUES. 


CHAPITRE  lY. 

PRINCIPALl!:S    PROPRIÉTÉS    DES    CONIQUES. 


Théorème  de  Desargues-Sturm  et  ses  conséquences  :  66-  Théorème  de  Desargues- 
Sturm.  —  67.  Coniques  circonscrites  à  un  quadrangle  et  tangentes  à  une 
droite.  —  G8.  Propriétés  corrélatives.  —  69.  Foyers.  —  70.  Propriétés  des 
foyers.  —  71-7'2.  Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon.  —  73.  Construction 
des  coniques  données  par  des  points  et  des  tangentes. 

Pôles  et  polaires  :  74-77.  Définitions  et  propriétés  des  pôles  et  des  polaires.  — 
78-79.  Centres  et  diamètres.  Axes.  —  80.  Triangle  conjugué  à  deux  coniques. 

—  81-82.  Polaires  d'un  point  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel 
et  propriétés  corrélatives.  —  83.  Tangentes  communes  à  deux  coniques.  — 
84-85.  Transformation  par  polaires  réciproques.  Application. 

Problèmes  et  théorèmes  divers  :  86-87.  Cercle orthoptique.  Théorème  de  Steiner. 

—  88-89.  Quadrilatères  inscrits  à  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre.  — 
90.  Faisceaux  d'hyperboles  équilatères.  —  91.  Coniques  circonscrites  à  un 
quadrangle  inscriptible  à  un  cercle.  —  92.  Lieu  des  centres  des  coniques 
d'un  faisceau  ponctuel.  —  93-95.  Hyperboles  d'Apollonius.  Normales.  — 
96.  Théorème  de  Joachimsthal. 

Coniques  harmoniquement  circonscrites  ou  inscrites  à  une  conique  :  97.  Défi- 
nition. . —  98-99.  Piopriétés  de  deux  triangles  conjugués,  inscrits  ou 
circonscrits  à  une  conique.  —  100.  Coniques  harmoniquement  inscrites.  — 
101.  Application.  —  102-104.  Faisceau  de  coniques  harmoniquement  circon- 
scrites. Applications. 

Extension  aux  canes  du  second  degré  :  105-107. 


Théorème  de  Desargues-Sturm  et  ses  conséquences. 

66.  Comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (n°  41),  il  ne 
passe  qu'une  conique  par  cinq  points  dont  quatre  ne  sont  pas 
en  ligne  droite,  cette  conique  se  composant  de  deux  droites 
lorsque  trois  des  points  considérés  sont  en  ligne  droite. 

De  là  résuite  que,  étant  donnés  quatre  points  a,  b,  c,  d. 
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doiil  Irois  lie  sont  p;is  en  ligin*  droilo,  il  n'cxislo  (|u'iiiit' 
«■oni<|ii('  ciiToiisciil»'  ;iii  (|ii;i(lraii;;le  uhctl,  cl  pjissant  par  un 
point  (|ii('k(>ri(Hi('  m.  Si  donc  m  cl  ///'  dcsi^'ncnl  les  deux  |»oinls 
où  ntio  dioile  quelcon(|ne  A  coupe  une  coniipu'  circonscrile 
an  (juadrantrle  abcd,  on  voil  (in'à  IduI  poinl  /// de  A  ne  corres- 
pond ainsi  (pi  un  point  m'.  (!oinnic,  d'ailleurs,  ces  points  sonl 
évideninient  récipro(|ues,  ils  délei minent  doiii'  luic  invointion 
sur  A,  d'où  le  théor«'Mne  suivant  connu  sous  le  nom  de  théo- 
rème (le  Desar^ties-Stiirni. 

Les  coniques  circonscrites  à  un  (luadram^lc  déterminent 
une  involution  sur  une  droite  (juelcontjue  (•). 

Parmi  ces  coniques,  il  en  existe  évidemment  trois  qui  sont 
formées  chacune  par  deux  des  côtés  opposés  du  quadrangle 
considéré.  On  en  déduit  rpie  : 

Les  trois  couples  de  points  où  une  droite  quelconque 
coupe  les  côtés  opposés  d'un  quadrangle  se  correspondent 
dans  une  involution  {-). 

En  parlicidier,  si  la  transversale  considérée  est  une  des 
trois  diagonales  du  quadrangle,  les  extrémités  de  celle  diago- 
nale sont  les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur 
cette  droite  par  les  coniques  circonscrites  au  quadrangle. 
Ainsi  : 

Les  coniques  circonscrites  à  un  quadrangle  en  divisent 
liarmoniquement  les  trois  diagonales  C). 

67.  Parmi  les  coniques  circonscrites  au  quadrangle  abcd, 
celles  qui  passent  par  un  des  points  doubles  de  l'involution 


(  '  )  Ce  tliéorùnie  est  une  généralisation,  duc  à  Stukm  {Ânii.  de  Mathém., 
t.  XVII),  d'un  théorème  énoncé  par  Desargues  (lôgS-iGôa)  et  relatif  aux 
points  où  une  transversale  coupe  une  conique  et  les  quatre  côtés  d'un  quadrila- 
tère inscrit. 

(')  Pappus,  Collections  inatliém.,  Proposition  130. 

(•'')  Ibid.,  Proposition  131. 

D.  4 
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(/??,  m')  coiiponl  A  en  deux  points  infiniment  voisins,  et  sont 
d'ailleurs  les  seules  qui  jouissent  de  cette  propriélé.  Ainsi  : 

//  existe  deux  coniques  passant  par  quatre  points  et  tan- 
gentes à  une  droite. 

Si  celte  droite  est  la  droite  de  l'infini,  les  coniques  qui  la 
louchent  soni,  par  définition,  des  paraboles;  par  suite  : 

//  existe  deux  paraboles  circonscrites  à  un  quadrangle. 

G8.  Le  théorème  de  Desargues  a  pour  corrélatif  le  suivant  : 

Les  tangentes  menées  cV un  point  aux  coniques  tangentes  à 
quatre  droites  forment  une  inrolution  ('). 

Parmi  ces  coniques  qui  sont  maintenant  considérées  comme 
des  courbes  de  la  seconde  classe,  il  en  existe  trois  qui  sont 
formées  chacune  de  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère 
déterminé  par  les  quatre  droites  considérées;  par  suite  : 

Les  trois  couples  de  droites  qui  Joignent  un  point  quel- 
conque aux  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  sont  trois 
couples  de  rayons  homologues  d'une  imolution. 

Enfin  le  théorème  du  n"  67  fournit  dualistiquement  le 
suivant  : 

//  existe  deux  coniques  passant  par  un  point  et  tangentes 
à  quatre  droites. 

69.  Nous  allons  immédiatement  appliquer  ces  théorèmes 
corrélatifs  de  celui  de  Desargues  à  l'étude  des  propriétés 
focales  des  coniques. 

D'une  manière  générale,  on  nomme  foyer  d'une  courbe 
plane  un  point  tel  que  les  deux  droites  isotropes  issues  de  ce 
point  soient  tangentes  à  la  courbe  (-),  On  aura  donc  les 


(')  Ce  tliéorèîïie  est  dû  à  Sturm  (Annales  de  Math.,  t.  XVII). 

(-)  Cette  définition  des  foyers  est  due  à  Plucker  [Journal  de  Crelle,  i833, 
p.  84-91).  Elle  n'est  iju'iine  généralisation  d'une  propriété  trouvée  par  Ponhelet 
(  Traité  des  propr.  proj . ,  Art.  457  )  ndative  aux  foyers  des  coniques  et  qui  suflQt 
à  les  définir. 
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foyers  (ruiu'  courbe  en  |M(Mi;iiiI  U^s  |)oinls  (•(nmiimi-  ;iii\  Mn- 
l^ontos  menées  à  idic  coiiihe  [tar  l<'<  pninis  rvcluincs.  Par 
suilr  iiiic  codrlic  (le  (lasso  //  aura  ^énéralcmcnl //- foyers  ; 
en  parliiiilicr,  l(»s  (((iiiiiiies  ont  en  {général  f|ualre  foyers.  Les 
|)aral)oles  élaiit  lanj^cnles  à  la  ilroile  de  l'inlini.  on  ne  pourra 
lenr  inenei-  qu'une  antre  lanirenle  par  cliaciiM  des  points 
cyeliqnes;  elles  n'ont  donc  (|u'nn  foyer  à  distance  (inic. 

Si  la  cpurbe  considérée  a  ntjc  équation  cartésienne  à  coef- 
(icienls  réels,  à  toute  tanj^ente  imaj.'inair<'  à  celle  courbe  cor- 
respond l;i  i;ini;(Miic  imaginaire  conjuguée;  par  suite  n  foyers 
sonl  les  inlerseclions  de  droites  imaginaires  conjuguées,  el 
sonl  donc  réels. 

10.  D'apiés  celle  délinition  des  foyers,  lorsque  deux  som- 
niels  opposés  d'un  (|uadrilalére  sont  les  points  cycli(jues,  les 
coniques  inscrites  à  ce  quadrilatère  ont  les  mêmes  foyers  : 
on  dit  alors  (pi'ellcs  sont  lioniofocales. 

l/involulion  formée  par  les  tangentes  menées  d'un  point 
(luelconque  à  d(-'s  conirpics  bomofocalcs  admet  donc  comme 
l'ayons  lioinologues  les  dioites  isotr()[)es  issiK's  de  ce  point, 
puisque  ces  droites  joignent  le  point  considéré  à  deu\  des 
sommets  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  à  ces  conirpies. 
Les  rayons  doubles  de  cette  involulion  sont  donc  (n°  37)  rec- 
tangulaires et  sont  les  bissectrices  de  l'angle  formé  par  deux 
rayons  bomologues  quelconques,  en  particulier  par  les 
rayons  qui  joignent  le  point  considéré  à  deux  foyers  corres- 
pondants. On  voit  donc  que  : 

Les  tangenles  menées  d' un  point  à  une  conique  sont  égale- 
ment inclinées  sur  les  droites  qui  joignent  ce  point  à  deux 
foyers  correspnndan  Is. 

Par  tout  point,  il  passe  deux  conitjues  d'un  système  homo- 
focal  :  elles  se  coupent  orthogonalement,  les  tangenles  étant 
les  bissectrices  des  droites  qui  joignent  le  point  considéré  à 
deux  foyers  correspondants. 

71.  Du  théorème  de  Desargues  on  déduit  aisément  un  théo- 
rème célèbre  du  à  Pascal  (')  ^^  n^i  s'énonce  ainsi  : 

(')  Ce  théorème  fui  trouvé  par  Pascal  (iG23-6^)  à  l'âge  de  seize  ans. 
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Lorsqu'un    hexagone  est  inscrit  à  une  conique,   les  points 
d'intersection  de  ses  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Soient,  i,n\  eflVt,  i,  ?,  3,  4,  5  et  6  six  points  d'une  conique, 
il  s'agit  de  montrer  que  la  droite  ([ui  joint  les  points  a  et  6, 

Fi,?.  ">. 


communs  aux  côtés  opposés  12,  f\o  et  aS,  56,  passe  par  le 
point  c,  où  se  coupent  34  et  61. 

Désignons  par  a  et  (3  les  points  où  la  droite  ab  coupe  la 
conique  et  par  p  celui  où  elle  rencontre  la  diagonale  aS. 
Les  côtés  16  et  2.5  du  quadrangle  i256  coupent  la  droite  ab 
en  deux  points  homologues  de  l'involution  que  déterminent 
les  deux  couples  ab  et  a|3;  il  en  est  de  même  des  côtés  34  et 
25  du  quadrangle  2345;  par  suite,  les  droites  16  et  34  passent 
toutes  deux  par  le  point  homologue  du  point  p  dans  cette 
involution  :  elles  se  coupent  donc  bien  sur  ab. 

Ce  théorème  permet  évidemment  de  construire  linéaire- 
ment une  conique  définie  par  cinq  points. 

Un  ou  plusieurs  des  côtés  de  l'hexagone  inscrit  peuvent 
être  tangents  à  la  conique  :  les  deux  sommets  adjacents  ap- 
partenant à  chacun  de  ces  côtés  sont  alors  infiniment  voisins. 
S'il  en  est,  par  exemple,  ainsi  pour  deux  côtés  opposés  de 
l'hexagone,  on  obtient  ce  théorème  : 

Les  tangentes  menées  à  une  conique  en  deux  sommets  op- 
posés d'un  quadrilatère  inscrit  à  cette  conique  se  coupent  sur 
la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
ce  quadrilatère. 

On  obtient  donc  ainsi  quatre  points  en  ligne  droite. 
Si  trois  des  côtés  de  l'hexagone  sont  tangents  à  la  conique, 
le  théorème  de  Pascal  se  réduit  au  suivant  : 
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Les  laiii^cnles  menrc'k  à  une  conique  au.r  sommets  d'un 
triangle  inscrit  coupent  les  côtés  opposés  en  trois  points  en 
ligiie  droite. 

l'I.  Le  lliéoii'inc  de  l'iiscal  ;i  |i(»iii'  C(tri<'l;ilil'  If  sniv;itil  : 

Lorsqu'un  hexagone  est  circonscrit  à  iim-  conif/uc.  les  dia- 
gonales t/iii  /t>i::nc/it  les  sommets  opposes  sont  concou- 
rantes (  '  ). 

On  011  (l('(lMil  les  cas  parliciiliors  suivants,  (|iii  corres- 
pondoiil  à  ceux  (|ii('  mous  avons  indiqués  jiour  le  théorème 
de  Pascal  : 

Lorsqu'u/i  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique,  les 
diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des 
côtés  opposés  sont  concourantes. 

Lorsqu'un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique,  les  droites 
(jui  joignent  les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  op- 
posés sont  concourantes. 

73.  Les  théorèmes  de  Desargues  ou  de  Pascal  et  leurs  cor- 
rélatifs |)ermeltenl  évidemment  de  construire  linéairement, 
|)ar  points  ou  par  taniiontes,  une  conifinc  déterminée  par 
cinq  points  ou  par  cin(|  tangentes. 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  (n°«  07  et  08),  comment  on  peut 
obtenir  les  deux  coniques  dont  on  donne  quatre  points  et 
une  tangente,  ou  quatre  tangentes  et  un  point. 

Proposons-nous  maintenant  d'obtenir  une  conique  dont  on 
donne  trois  points  a,  h,  c  et  deux  tangentes  P  et  Q.  Soient/> 
et  q  les  points  de  contact  de  ces  droites  avec  une  conique  T 
répondant  à  la  question.  D'après  le  théorème  de  Desargues, 
toutes  les  coniques  bitangentes  à  T  en  p  et  q  déterminent 
une  involulion  sur  la  droite  ah,  par  exemple  :  dans  cette  in- 
volution  se  correspondent  les  points  a  et  h,  ainsi  que  les 
points  3  et  3'  où  la  droite  aO  coupe  P  et  Q  {/ig.  3);  enfin  le 
point  ■/  est  un  des  points  doubles  de  cette  involution.   Le 

(')  BiUANCHOX,  Journal  de  /'Ecole  I>ol,lechnir/ue,  1806. 
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|)oinl[3,  oh  pq  coupe  la  droite  ac,  est  de  même  un  des  points 
doubles  de  l'iuvolution  déterminée  sur  celte  droite  par  les 
deux  couples  de  points  «  et  c,  2  et  2',  ceux-ci  étant  les  points 
où  ac  coupe  P  et  Q. 


Fig.  3. 


Récipro(|uement,  y  étant  un  point  double  de  l'involution 
(a,  b;  3,  3')  ei pq  une  droite  quelconque  issue  de  ce  point,  il 
existe  une  conique  qui  passe  par  a  ei  l>  ei  qui  touche  P  et  Q 
en  p  et  en  7. 

En  joignant  deux  à  deux  les  points  doubles  des  involutions 
[a,  b;  3,  3')  et  {a,  c;  2,  2')  on  obtiendra  donc  quatre  cordes 
de  contact  des  droites  P  et  Q  avec  quatre  coniques  répon- 
<lant  à  la  question.  On  voit  en  même  temps  que  les  points 
doubles  de  l'involution  {b,c;  i,  i')  seront  chacun  sur  deux  de 
ces  cordes. 

Dans  le  cas  particulier  où  P  et  Q  sont  deux  droites  iso- 
tropes issues  d'un  point  /,  les  coniques  cherchées  sont  les 
coniques  circonscrites  au  triangle  abc  et  admettant  /  pour 
foyer  (*).  On  voit  qu'il  existe  quatre  de  ces  coniques.  Les 
directrices,  qui  correspondent  à/,  coupent  chacun  des  côtés 
du  triangle  abc  au  même  point  qu'une  des  bissectrices  de 
l'angle  d'où  ce  côté  est  vu  du  point/. 

En  transformant  corrélativement  les  constructions  précé- 
dentes, on  ol)tiendra  quatre  coniques  inscrites  à  un  triangle 


(  '  )  La  (kHeraiinalùm  de  ces  coniques  constitue  un  preblèiue  utile  en  Astro- 
nomie, qui  a  été  résolu  pour  la  première  fois  par  IIalley  (  Transactions  philoso- 
phiques, i(j-(k  n"  1"28).  La  IIiiie  en  ilouna  ensuite  une  construction  plus  éléyante 
t't  plus  facile. 
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el  passjiiil  p;ii   ^\r^\\  poiiiis.   l'ii  |i;ii iiciilier,  il  t\isit*  <nialr<' 
cercles  inscrits  à  un  Iriaiifrlc 

Les  raisoiiiieniciils  i|ui  inéct'denl  se  seiaienl  appli(|ués 
aussi  poiii'  (létcriiiiiicr  lt'>  ipialrc  coiiifiucs  circoiiscriics  (on 
iiiscrittv;)  à  nn  liianirle  cl  l)itanj:enles  à  uuQ  (•oni(jnc  donnée. 

Pôles  et  polaires. 

7V.  On  <lil  (|iM'  dcnv  points  sont  con/u^^ués  -a  une  conique, 
(piat)d  ils  divisent  harnioniciucinciii  la  corde  de  la  coni(pie 
(]ni  i)asse  |)ai'  ces  points;  (»n  dii  encore  (|ue  la  conique  est 
conjuguée  à  ces  points.  Par  exemple,  tontes  les  hyperboles 
équilatères  sont  conjn^'uées  aux  points  cycliques. 

Corrélativement,  deux  droites  sont  dites  conjuguées  à  une 
conique,  lors(iu'elles  divisent  liarmoni(juenienl  l'anjjle  des 
tangentes  menées  à  la  conique  |)ar  leur  point  commun.  Par 
exemple,  deux  droites  reclangulaiies,  issues  d'un  foyer  d'une 
conique,  sont  conjuj^uées  à  celte  courbe. 

D'après  ces  délinitions,  il  résulte  du  théorème  de  Desargues 
que  les  'points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  une 
droite  par  les  coniques  circonscrites  à  un  f|ua{lrangle  sont  à 
la  fois  conjugués  à  toutes  ces  coniciues;  le  lliéorème  de  De- 
sargues prend  ainsi  la  forme  suivante  : 

Si  deux  points  sont,  conjugues  en  même  temps  à  deux  des 
coniques  circonscrites  à  un  quadrangle,  ils  le  sont  par  rap- 
port à  toutes  ces  coniques. 

75.  Le  lieu  des  conjugués  d'un  point  par  rapport  à  une  co- 
nique est  appelé  \ix  polaire  Ae  ce  point.  Nous  allons  voir  que  : 

La  polaire  d' un  point  par  rapport  à  une  conique  est  une 
droite  ('). 

Soient,    en    edei,    \'i.  el   3'(   les  points  où   (me  conique  C 


(')  Ce  théorùiiie  était  connu  ilAi'ni.i.oMus  ;  mais  la  théorie  des  pôles  est  due 
au  géoiiiùtro  I,a  llliu-:  (l'i.'io-i-iH)  (  Seciio/ies  coiiiae,  Livres  l  et  2  ;  i68j).  Les 
mots  Ae pôle  et  t^a  polaire  sont  dus  à  Servois  et  à  Gekgonnk  (  Anii.  de  Math,, 
t.   I  et  lit). 
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{fig.  4  )  coupe  deux  sécantes  quelconques  issues  d'un  point  a. 
Sur  une  droite  quelconque  am,  issue  du  point  «,  toutes  les  co- 
niques circonscrites  au  quadrangle  1284  déterminent  une  in- 
volution  dont  a  est  évidemment  un  point  double;  l'autre 
point  double  est  donc  le  conjugué  harmonique  de  a  par  rap- 


Fig.  ^ 


port  aux  points  où  la  droite  am  coupe  une  quelconque  des 
coniques  considérées.  On  voit  ainsi  que  le  point  a  admet  la 
même  polaire  par  rapport  à  toutes  les  coniques  circonscrites 
au  quadrangle  1234. 

La  polaire  du  points  par  rapporta  C coïncide  donc,  en  par- 
ticulier, avec  celle  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  for- 
mée par  les  deux  droites  \[\  et  23.  Or,  à  cause  de  la  propriété 
du  rapport  harmonique  d'être  ])rojectif,  la  polaire  d'un  point 
par  rapport  à  un  angle  est  évidemment  une  droite  issue  du 
sommet  de  cet  angle.  La  polaire  cherchée  est  donc  une  droite 
passant  par  le  point  h,  où  se  coupent  i4  et  23;  elle  passe  de 
même  par  le  point  c,  où  se  coupent  i3  et  24. 

On  voit  que  les  droites  qui  joignent  le  point  a  aux  deux 
points  où  bc  rencontre  C  coupent  cette  courbe  en  deux  points 
confondus;  la  polaire  d'un  point  est  donc  la  corde  de  contact 
des  tangentes  issues  de  ce  point.  Il  en  résulte  que,  si  a  est 
sur  C,  sa  polaire  devient  la  tangente  à  cette  courbe  en  ce 
point. 

La  démonstration  précédente  s'applique  tant  que  la  conique 
considérée  est  une  conique  véritable,  c'est-à-dire  ne  se  com- 
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pose  ni  de  deux  points,  ni  de  i\qu\  droites.  Dans  ce  dernier 
cas,  elle  ne  tonil)e  d'ailleurs  en  (h'faiit  (pie  si  le  point  consi- 
déré est  le  point  coininiin  aux  deux  droites;  la  polaire  de  rc 
point  devient  alors  indéterniinée. 

7G.  La  pro[)riété  des  |)oinls  conjugués  d'un  même  point 
(l'être  en  lijrne  droite  a  pour  corrélative  la  suivante  : 

Les  droites  eoiiju innées  d'une  droite  fi. rr  par  rapport  n  une 
conique  sont  eoneourantes. 

Leur  point  commun  est  appelé  ie/JoVrde  la  droite.  On  voit 
que,  par  rapport  à  une  conique  véritable,  lout(^  droite  a  un 
p«jle  bien  déterminé. 

77.  Considérons  donc  une  telle  conique  C,  et  soient/)  et  q 
deux  points  d'une  droite  arbitraire  A,  conjugués  à  cette  co- 
iiicpie.  La  polaire  de  cbacun  de  ces  points  passe  évidcminent 
par  l'autre;  soient  a  le  point  commun  à  ces  polaires,  et  a  et 


^  les  points  ofi  C  coupe  la  polaire  «7  du  point />.  Les  points  a 
et  q  divisant  liarmoni(|ucment  le  segment  a|3,  les  droites  pa 
cl  pq  sont  conjuguées  barmoniques  par  rapport  aux  tangentes 
px  el p^  menées  de  /?  à  C  :  la  droite  pa  est  donc  conjuguée 
de  A  par  rapport  à  C  :  il  en  est  de  même  de  la  droite  qa;  le 
point  a  est  donc  le  pôle  de  la  droite  A  d'après  la  définition 
précédente.  Les  points/)  et  q  étant  conjugués  de  a  par  rap- 
port à  C,  on  voit  d'ailleurs  que  A  est  la  polaire  du  point  a. 
Ainsi  : 

Le  pôle  de  la  polaire  d'un  point  est  ce  point  lui-mênve. 
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On  voii  en  même  temps  que  : 

Les  polaires  des  points  d'une  droite  passent  par  le  pôle  de 
cette  droite, 

et  qiio  : 

Les  pôles  des  droites  issues  d' un  point  sont  sur  la  polaire  de 
ce  point. 

Le  triangle  apq  est  dit  conjugué  à  C  :  ses  sommets  sont 
deux  à  deux  conjugués  à  cette  conique,  ainsi  que  ses  côtés. 

78.  Le  pôle  de  la  droite  de  l'infini  est  appelé  le  centre  de 
la  conique  :  il  se  trouve  au  point  de  rencontre  des  asymptotes. 
Les  droites  issues  du  centre  sont  nommées  diamètres.  D'après 
ces  définitions,  les  points  a  et  a'  où  un  diamètre  coupe  la 
conique  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  au  centre  et 
au  point  à  l'infini  de  ce  diamètre;  autrement  dit,  ils  sont  sy- 
métriques par  rapport  au  centre.  Celui-ci,  tel  que  nous  venons 
de  le  définir,  est  donc  bien  un  centre  de  symétrie  de  la  co- 
nique. 

Dans  le  cas  où  celle-ci  est  une  parabole,  c'est-à-dire  est 
tangente  à  la  droite  de  l'infini,  le  centre  devient  le  point  de 
contact  de  cette  droite,  et  se  trouve  donc  rejeté  à  l'infini. 

D'après  la  définition  du  centre,  deux  diamètres  conjugués 
barmoniquement  par  rapport  aux  asymptotes  sont  deux 
droites  conjuguées  à  la  conique  :  on  les  appelle  alors  des  dia- 
mètres conjugués.  Le  pôle  d'un  diamètre,  qui  se  trouve  à  la 
l'ois  sur  le  diamètre  conjugué  et  sur  la  polaire  du  centre,  est 
donc  le  point  à  l'infini  du  diamètre  conjugué.  Par  suite  : 

Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique  parallèles  à  un 
même  diamètre  est  son  diamètre  conjugué. 

79.  Dans  l'involution  formée  par  les  diamètres  conjugués 
d'une  conique,  il  n'y  a,  en  général  (n°  40),  qu'un  couple  de 
rayons  conjugués  rectangulaires  :  on  les  nomme  axes  de  la 
conique,  et  l'on  voit  bien,  par  suite  de  la  propriété  qui  pré- 
cède, que  ce  sont  des  axes  de  symétrie  de  la  courbe.  Dans  le 
cas  où  la  conique  est  un  cercle,  ses  asymptotes  sont  des 
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tiloilt's  isotropes,  vl  dciiK  dijimélres  conjugués  (|(iclc<)in|ues 


sont  alors  loclaii^'iiliiirt"-. 


HO.  I>';i|)rès  la  (Irlinilion  (l'iiii  liianiilc  conju^riu''  à  iiiu'  cn- 
iii(iue  (  II"  77  ),  la  (Iniiicrc  des  [tropiiélés  énoncées  au  n"  GO 
peut  étro  exprimée  ainsi  : 

Les  cftnit/tti's  circnnscritt's  ù  an  ffiiadrani^le  sont  cou ftii^ aces 
à  son  tria/iL'ie  diaironal. 

Je  (lis  (pif,  i-éciprocjneinenl,  loi'sfpi'un  point  a  admet  la 
ujème  polaire  V  jtar  rapport  à  deu\  coni(iuesC  et  (]',  il  esta 
rinlerseclion  de  deux  dr  leurs  cordes  communes. 

Soient,  en  elTet,  /n  un  des  points  eommuns  à  (]  el  à  (V,  et  p.  le 
point  où  la  droite  a/n  coupe  la  polaire  A  :  le  conjufjué  liar- 
monifpie  m'  de  ni  par  rapport  au  sefrment  nix  est  à  la  lois 
sur  {]  el  sui-  (]'.  Ainsi  donc,  la  droite  (pii  Joint  a  à  l'un  quel- 
conque des  |)oints  communs  aux  coni(|ues  (]  el  iV  est  une  des 
cordes  communes  à  ces  coniipies.  La  propriété  annoncée  on 
résulte.  On  \nii,  de  i)lus,  (pie  : 

Les  canif/ (tes,  cotijumii'-es  à  un  triangle,  (jui passent  par  un 
point  donnt'.  passent  par  trois  autres  points  Ji.res. 

On  déduit  de  là,  que,  lorsque  les  quatre  points  communs  à 
deux  coni(pies  sont  distincts,  elles  n'admetlcnl  (pi'un  Irian.^^Ie 
conjuiriié  commun.  Lorsipie  les  deux  coniipies  se  toucliciit  en 
un  seul  point,  leur  trianj;le  conjugué  commun  est  inlinimenl 
aplati,  mais  il  reste  encore  uni(|ue.  Au  contraire,  si  les  co- 
niques sont  bitanjientes,  il  est  bien  évident  qu'elles  admettent 
une  infinité  de  triaiifrles  conjugués  communs,  dont  un  des 
côtés  coïncide  avec  la  corde  de  contact,  le  sommet  opposé 
étant  le  point  de  concours  des  tangentes  communes. 

Un  triangle  conjugué  commun  à  deux  coniques  est  évidem- 
ment conjugué  à  toutes  les  coniques  qui  passent  par  leurs 
l)oinls  communs,  ou  encore,  comme  on  dit,  aux  coniques  du 
faisceau  ponctuel  déterminé  par  les  deux  premières.  Ainsi 
donc,  il  n'existe,  en  général,  (pie  trois  points  qui  admettent 
la  même  polaire  par  rapport  aux  couitjiies  d'un  faisceau 
ponctuel. 
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81.  Les  polaires  d' un  même  point  par  rapport  aux  coniques 
d' un  faisceau  ponctuel  sont  concourantes. 

Soit,  en  effet,  m'  le  point  où  se  coupent  les  polaires  d'un 
point  m  par  l'apport  à  deux  coniques  C  et  (7  d'un  faisceau 
ponctuel.  Les  points  m  et  m'  étant  à  la  fois  conjugués  à  ces 
deux  coniques,  le  sont  (n''  74)  à  toutes  celles  du  faisceau 
<',onsidéré,  et  les  polaires  de  m  concourent  donc  bien  en  m' . 
(]es  points  m  et  m'  sont  évidemment  réciproques. 

Si  l'on  considère  une  des  coniques  du  faisceau  qui  sont 
formées  de  deux  droites,  les  points  m  et  m'  sont  conjugués 
à  celte  conique;  autrement  dit,  les  droites  qui  joignent  ces 
points  au  point  a,  commun  aux  droites  considérées,  divisent 
harmoniquement  leur  angle.  Les  droites  telles  que  am  et 
am'  déterminent  donc  une  involulion  à  laquelle  appartient, 
l)ien  évidemment,  le  couple  formé  par  les  côtés  du  triangle 
conjugué  commun  issus  de  a.  Ainsi  : 

Si  m  et  m',  p  et  p'  désignent  deux  couples  de  points  conju- 
gués à  la  fois  à  deux  coniques,  dont  a|3y  désigne  le  triangle 
conjugué  commun,  les  six  droites  <xm  et  am' ,  ap  et  ap\  a[3  et 
ay  sont  en  involution. 

On  en  déduit  encore  (n°  08)  que  les  deux  droites  a[3  et  ay 
sont  tangentes  à  une  même  conique,  inscrite  au  quadrilatère 
mpm'p' .  Par  suite  : 

Il  existe  une  conique  inscrite  à  la  fois  au  triangle  <x^y  et  a 
quadrilatère  mpm'p' . 


u 


82.  Les  transformations  homographiques  et  corrélatives 
conservant  les  rapports  harmoniques,  deux  jioints  conjugués 
à  une  conique  se  transforment,  homograplnquement,  en 
j)oints  conjugués,  et,  corrélativement,  en  droites  conjuguées 
à  la  transformée  de  la  conique.  Par  suite,  les  propriétés  d'un 
pôle  et  de  sa  polaire  se  conservent  par  ces  transformations. 

Par  exemple,  en  transformant  corrélativement  le  théorème 
du  n"  81,  on  obtient  le  suivant  : 

Les  pôles  d'une  même  droite  par  rapport  aux  coniques 
d' un  faisceau  tangentiel  sont  en  ligne  droite. 
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Viw  faisceau  tan^entiel  tlo  coiii(|ii('s,  nous  oiiIcikIoiis  ici 
les  coiiifines  iiisiMilcs  à  un  luôinc  (|(i;i(lril;ilri('.  Kn  [jarliciilicr, 
si  lu  ilroile  cnnsidciée  est  la  dioilc  de  liiiliiii,  les  pôles  envi- 
sagés deviennent  les  centres  des  roni<|nes  du  faisceau,  cl. 
comme  les  trois  coniciues  de  (••  l'aisccaii,  (|iii  xuii  l'oiinées  de 
d(Mi\  points,  ont  évidemment  pour  ( cnlies  les  milieux  des 
segments  limités  par  ces  poinis,  on  voit  <pie  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  ijuadrilatèrc 
est  la  droite  (jui  passe  par  les  milieux  des  trois  diagonales  ('  ). 

83.  Transfoi-mons  encore  corrélativement  la  proposition 
rappelée  an  déhnl  du  ii"  80  :   nous  aurons  la  suivante: 

Lorsqu'un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique,  son 
triangle  diagonal  est  conjugué  à  cette  conique. 

Ainsi  donc,  les  six  |)oinls  où  se  coupent  deux  à  deux  les 
tangentes  communes  à  deux  coniques  sont  deux  à  deux  sur 
les  cotés  du  triangle  conjugué  commun,  qu'ils  divisent  har- 
moniquemenl. 

Considérons,  en  particulier,  une  famille  de  coniques  liomo- 
focales,  c'est-à-dire  inscrites  à  un  quadrilatère  dont  deux 
sommets  o[»posés  sont  les  poinis  cycliques  (n°  70)  :  la  droite 
de  l'inlini  en  est  une  diagonale;  les  deux  autres,  f[ui  joi- 
gnent entre  eux  les  foyers  conjugués,  divisent  harmoniqiie- 
menl  le  segment  limité  par  les  points  cycliques,  c'est-à-dire 
qu'elles  sont  rectangulaires.  Ces  deux  diagonales  sont  d'ail- 
leurs deux  droites  conjuguées  à  toutes  les  coniques  liomofo- 
cales  considérées,  et  passent  par  le  pôle  de  la  droite  de  l'in- 
fini :  ce  sont  donc  les  axes  communs  à  ces  coniques.  Comme, 
d'ailleurs,  les  foyers  les  divisent  harmoniquemenf,  on  voit 
finalement  que  : 

Les  quatre  foyers  d'une  conique  sont  situés  sur  ses  axes  et 
sont. deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  centre. 

84.  Etant  donnée  une  conique  F,  ditférenle  de  deux  droites 


(')  Théorème  dû  à  Newton,  Principes. 
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on  (le  deux  points,  à  tout  point  du  ]ilan  ne  correspond  qu'une 
polaire  |)ar  rapport  à  T,  et,  réciprocpiement,  à  toute  droite 
ne  correspond  qu'un  pôle;  d'ailleurs,  à  des  pôles  en  ligne 
droite  correspondent  des  droites  concourantes.  La  correspon- 
dance entre  un  itôlc  cl  sa  polaire  est  donc  (n°  59)  corréla- 
tive. On  voit  d'ailleurs  qu'en  applicpiant  cette  transformation 
successivement  deux  fois  à  une  figure,  on  retrouve  celte 
(igure  elle-même,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'elle  est  in- 
\olittive.  On  l'ajipelle  transformation  par  polaires  réci- 
proques (')  par  rapport  à  la  conique  directrice  F. 

85.  Nous  donnerons  plus  lard  (pielques  applications  de  ce 
mode  de  transformation.  Nous  nous  bornerons  actuellement 
à  montrer  qu'on  peut  toujours  faire  se  correspondre  par  i)0- 
laires  réciproques  deux  coniques  données  C  et  C. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  (]  et  (]'  soient  deux  co- 
niques concentriques  ayant  les  mêmes  directions  d'axes;  con- 
sidérons une  conique  F,  dont  les  axes  de  symétrie  coïncident 
avec  ceux  de  G  et  de  C,  et  qui  soit  telle  que  le  carré  de  la 
longueur  de  chacun  de  ses  axes  soit  moyen  proportionnel 
entre  les  carrés  des  longueurs  des  axes  de  C  et  de  C,  qui  ont 
la  même  direction.  C  et  C  sont  évidemment  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  F.  Il  existe  d'ailleurs  quatre  coniques  F 
qui  répondent  aux  conditions  précédentes,  les  carrés  de  leurs 
axes  ayant  pour  valeurs  ±  aa'  et  ±:  bb' ,  en  désignant  par  a 
et  b,  a'  et  b'  les  longueurs,  réelles  ou  imaginaires,  des  axes 
de  G  et  de  G'. 

Étant  données  deux  coniques  quelconques,  on  les  trans- 
forme d'ailleurs  en  coniques  coaxiales  par  une  transformation 
bomographique  qui  fait  correspondre  à  deux  des  sommets  de 
leur  triangle  conjugué  commun  les  points  à  l'infini  de  deux 
directions  rectangulaires.  Donc  : 

On  peuL,  en  général,  de  (jualre  manières  dilférenles,  faire 


(  '  )  Quohims  oxeniples  de  ce  procède  de  transformation  se  trouvent  dt'jà  dans 
un  Mémoire  de  180G  de  Brianchon  (11°  G4)  et  dans  les  Annales  de  Mallténia- 
tit/iies  de  Geugonne.  C'est  Poncelet  qui  Ta  mis  en  usage  avec  succès  dans  le 
Traité  des  propriétés  projectiles. 
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se  correspoiuli  c  jxir  poldires  récipror/i/cs  tleit.r  cou it/ nés  don- 
nées. 

Problèmes  et  théorèmes  divers. 

S().   l*r<»|)osons-ii(iiis  d'ahord  le  iMohlrinc  snivaiil  : 

Trouver  le  lien  des  points  on  se  cnnpe/il  les  droites  conjn- 
guèes  à  nne  coniipie  donnée  (\,  nu-nées  pur  dcn  r  poi nls  fi.res 
a  et  h. 

Une  (lioilo  aihitrairo  A  élanl  menée  par  </,  on  ohiicni  nnr 
droite  eoiijufifiiée  B  passant  par  A  en  joij^Miaiil  ce  point  au 
pôle  de  A.  <)i'  ce  |)ôle  est,  sur  la  pcdaire  du  p(Uiit  a,  conjugué 
par  rapport  à  C  du  point  où  celte  polaire  eoiipe  \.  Ainsi  done 
les  droites  correspondantes  V  et  \i  s'ohtiennent  en  joip:nant 
les  points  n  et  h  aux  points  conjiifiués  à  (1  sur  la  polaire  de  a 
ou  sur  c<'Ile  de  l>.  Ces  droites  engendrent  donc  évidemment 
deux  l'aisicaiix  liomoi^rapITupies,  et  le  lien  cherché  est  donc 
une  conique  F  passant  par  a  et  h;  elle  passe  de  plus  évidem- 
ment par  les  points  où  C  coupe  les  polaires  des  points  a  et  h. 
On  \oit  donc  que  : 

//  existe  nne  conif/ne  passant  par  dcn.v  points  (jnelconqnes 
et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  ces  points 
à  nne  coniijne  qnelconqne- 

Les  tangentes  en  a  et  h  à  F  s'obtiennent  eu  prenant  les 
droites  conjuguées  de  la  droite  ah  menées  par  ces  points; 
autrement  dit,  elles  se  coupent  au  pôle  de  «/>>  par  rapport  à  C. 
Ainsi  la  droite  ab  a  le  même  jiôle  par  rapport  aux  coniques 
C  et  r. 

D'après  la  délinilion  même  de  F,  les  tangentes  menées  à  0 
par  un  point  de  cette  conique  F  sont  conjuguées  harmoniques 
j)ar  rapport  aux  tlroites  qui  joignent  ce  point  aux  points  a  et 
b\  si,  en  particulier,  ces  points  sont  les  points  cycliques,  la 
conique  F  est  le  lien  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits à  C.  On  voit  ainsi  que  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  nne 
conique  est  un  cercle  concentrique  à  cette  conique  (  '  ). 

(')   La  IIiRE,  Sectiones  conicx,  L.  VIII,    iG8.'). 
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On  désigne  ce  cercle  sous  le  nom  de  cercle  de  Monge  ou 
de  cercle  orLhoplique  (')  de  la  conique. 

87.  Considérons  les  points  communs  aux  cercles  ortho- 
piiques  de  deu\  coniques  C  et  C  :  de  ces  deux  points  on  voit  (^ 
et  C  sous  des  angles  droits.  L'involulion  des  tangentes  me- 
nées de  chacun  de  ces  points  aux  coniques  du  faisceau  tan- 
genliel  déterminé  par  C  et  C  (n°  68)  comprend  donc  deux 
couples  de  rayons  homologues  rectangulaires  :  elle  se  com- 
pose donc  de  droites  rectangulaires.  On  voit  donc  que  : 

//  existe  deux  points  d'oii  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
toutes  les  coniques  d' un  faisceau  tangentiel  ("-). 

Autrement  dit  : 

Les  cercles  orthoptiques  des  coniques  d'un  faisceau  tan- 
gentiel passent  par  deux  points  fixes. 

En  particulier,  on  voit,  en  considérant  les  coniques  for- 
mées de  couples  de  points,  que  : 

Les  cercles  qui  admettent  pour  diamètres  les  trois  diago- 
nales d'un  quadrilatère  ont  même  axe  radical. 

Si  un  des  côtés  de  ce  quadrilatère  est  la  droite  de  l'infini, 
ces  cercles  se  réduisent  aux  hauteurs  du  triangle  formé  par 
les  trois  autres  côtés,  et  de  leur  point  commun  on  voit  sous 
un  angle  droit  toutes  les  coniques  inscrites  au  quadrilatère, 
qui  sont  ici  les  paraboles  inscrites  au  triangle  considéré;  on 
voit  donc,  en  tenant  compte  du  résultat  du  n°  65,  que  : 

L' orthocentre  d' un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  est 
sur  la  directrice. 

Ce  théorème  est  dû  à  Steiner. 


C)  Cette  dénomination  est  due  à  M.  Picqcet    {Étude  géométrique  des  sys- 
tèmes ponctuels  et  taiigentiels  de  sect.  con.,  1872). 

(^)  PlOcker,  Analitisch-geometrische  Entwichlungen ,   t.  II,  p.  1898;  i83i. 


w 
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8S.  Le  |ti-c>mior  (les  lliroi-rmcs  (»lilfiiii>  .m  ii' S(i,  1 1  ;iii-t't>niii' 
|i;ii'  <l(ialil('-,  l'oiii  iiii  le  >in\;iiit  : 

h'/d/i/  (ionnrc  une  conique  X  et  drti.r  dmita;  (juelcnnqiicx  A 
iH  |{,  il  e.ristc  une  coniiiiie  louc/iant  les  droites  A  cl  \\  et  les 
quatre  tangentes  menées  à  F  au.v  points  oit  cette  cnurhe 
coupe  \  et  \\. 

Colle  coiiiiiiic  loinlii'  loiitos  les  cordos  tle  V  Icllos  que  Ips 
(Iroilcs  (|iii  jnii:n(Mil  Iciiis  cxlréinilrs  ;iii  soininol  de  l'nn^'le 
l'oriné  par  le's  dioito  A  cl  \\  iliviscnl  li;trin()iii(|iieineril  cel 
aiij,do.  Ce  sominci  ;i  d'ailleurs  la  même  polaire  par  rapport  à 
celle  coiiiiiiic  et  |iiir  rapport  à  V. 

Si,  en  parliiMilii'i ,  les  droites  A  et  \\  sont  deux  droites  iso- 
lro|)es,  on  voit  ainsi  (pie  : 

Les  cordes  d'une  conique  X  vues  d'un  point  fixe  sous  un 
nuL^le  droit,  enveloppent  une  conique  admettant  ce  point 
pour  foyer  et  sa  polaire  par  rapport  à  X  pour  directrice. 

Si  ce  |)oiiil  iixe  (^st  au  (('iilre  de  X,  l'enveloppe  est  donc  un 
cercle  concentrique. 

8!).  Du  lliéorème  général  (pii  précède,  ow  déduit  une  iiu- 
porlanic  propriété  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

S'il  existe  un  (juadrilatire  inscrit  à  une  conique  C  et  cir- 
conscrit à  une  conique  C',  //  en  existe  une  infin'ité  (*). 

Soit,  en  eiïet,  ',\  le  point  de  rencontre  kW-^  diagonales  d'un 
(piadrilatére  inscrit  à  (]  cl  circonscrit  à  C',  et  soient  a  et  h  les 
|)oints  oili  C  coupe  une  tangente  quelconque  à  C  Considérons 
l'involution  admettant  pour  cou|)les  de  rayons  liomologiies 
les  droites  ojt  et  ',)b,  d "une  pari,  et,  d'autre  part,  les  diago- 
nales du  quadrilatère.  I)'a|)rés  le  lliéorème  précédent,  les 
cordes  interceptées  sur  C  parles  rayons  homologues  de  cette 
involulion  envelo|>pent  une  conique  (pii  touche  évidemment 


C)  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un  tliéorèine  célèbre  dû  à  Poncklkt. 
d'après  lequel,  s'il  existe  un  polygone  de  n  cotés  inscrit  à  une  coniiine  et  cir- 
conscrit à  une  aulro,  il  en  existe  une  ir.finité. 

D.  > 
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la  droite  ab  ol  les  côtés  du  quadrilatère  considéré,  et  qui 
coïncide,  par  conséquent,  avec  C.  La  propriété  énoncée  se 
trouve  donc  démontrée  et  l'on  voit  de  plus  que  : 

Joiis  les  fju  ad  ri  la  ter  es  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  ont 
le  même  point  de  rencontre  des  diagonales. 

D'après  un  cas  particulier  du  théorème  de  Brianchon, 
signalé  précédemment  (n°72),  ce  point  fixe  appartient  égale- 
ment aux  droites  qui  joignent  les  points  oi^i  C  touche  les 
côtés  opposés  de  tous  ces  quadrilatères. 

En  particulier,  si  la  conique  C'est  une  parabole,  et  si  C  est 
un  cercle,  un  des  quadrilatères  en  question  admet  pour  som- 
mets adjacents  les  points  cycliques;  deux  des  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatère  sont  donc  les  tangentes  isotropes  menées 
à  la  parabole  :  la  droite  qui  joint  leurs  points  de  contact  est, 
comme  on  sait,  la  directrice.  Par  suite  : 

Le  point  de  rencontre  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscriptible  circonscrit  à  une  parabole  est  sur  la  directrice. 

90.  Voici  maintenant  quelques  applications  du  théorème 
de  Desargues-Slurm  : 

D'après  ce  théorème,  si  deux  points  sont  à  la  fois  conjugués 
à  deux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel,  ils  le  sont  à  toutes  les 
coniques  de  ce  faisceau.  Supposons  d'abord  que  ces  deux 
points  soient  les  points  cycliques  :  nous  aurons  alors  la  pro- 
priété suivante  : 

Toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  communs  à 
deux  hyperboles  équilatères  sont  des  hyperboles  équilatères. 

Il  en  est  ainsi,  en  particulier,  de  celles  de  ces  coniques  qui 
sont  formées  de  droites;  autrement  dit,  les  cordes  communes 
à  deux  hyperboles  équilatères  sont  deux  à  deux  rectangu- 
laires, d'où  résulte  que  : 

Les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle 
passent  par  son  orthocentre,  et  réciproquement. 

91.  Considérons  maintenant  deux  coniques  à  axes  parai- 
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lèlcs;  los  points  i'i  l'inliiii  t\o  ces  axes  sont  coiijiif:iM''s  à  la  foi- 
à  CCS  deux  coiiifiiics,  vi  aussi,  par  siiito,  à  toiilcs  celles  du 
faisceau  ponctuel  ([u'eiles  délLTinineiit.  Les  points  evclicpifs 
«■'tant  d'ailleurs  eonjnj.'ués  harnionicpies  par  rapport  à  ces 
points,  on  voit  dune  (jue  : 

Si  deux  des  coniqties  d'un  faisceau  /xincf/tcl  ont  leurs  axes 
parallèles,  il  en  est  de  même  de  toutes  et  l'une  de  ces  ennir/urs 
est  un  cercle. 

II  <Mi  résidie  encore  que  : 

Les  cordes  communes  à  un  cercle  et  à  une  conifjue  sont 
également  inclinées  sur  les  axes,  et  réciproquement. 

92.  Nous  avons  vu  précédemment  (n°81)  cpic  les  polaires 
d'un  point  a  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel 
concouraient  en  un  point  ///.  Proposons-nous  de  rechercher 
le  lieu  du  poini  ///  f|uantl  le  point  a  décrit  une  droite  I). 

Soient  ("  et  (7  deux  des  coniques  considérées  :  les  polaires 
du  |)oint  a  par  rapport  à  ces  coniques  passent  par  les  pôles  a 
et  a'  de  la  droite  J)  relatifs  à  ces  courhes;  d'ailleurs,  à  toute 
polaire  issue  de  a  ne  correspond  qu'un  point  a  de  I),  et,  par 
suite,  qu'une  polaire  issue  de  a',  et  réciprofjuement;  ces  po- 
laires engendrent  donc  deux  faisceaux  homographiques  de 
sommets  a  et  a'.  Le  lieu  du  point  m  est  donc  une  conique  qui 
contient  a  et  a'.  Lorsque  le  point  a  se  trouve  sur  un  des  côtés 
du  triangle  conjugué  commun  à  ('.  et  à  C,  le  point  m  coïncide 
évidemment  avec  le  sommet  opposé  de  ce  triangle;  la  co- 
nicpie  (/«)  est  donc  circonscrite  à  ce  triangle,  quelle  que  soit 
la  droite  1).  Cette  conique,  qui  passe  par  le  pôle  a  de  D  par 
rapport  à  l'une  quelconque  C  des  coniques  du  faisceau  ponc- 
tuel, coïncide  donc  aussi  avec  le  lieu  de  ces  pôles.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  coniques 
d'un  faisceau  ponctuel  est  une  conique  circonscrite  au 
triangle  conjugué  commun  à  ces  coniques  ('). 


(')  PONCELET,  Traité  des  propr.  projectives,  art.  370. 
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En  parliculier,  si  la  droite  fixe  est  la  droite  de  l'infini,  on 
voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drangle  est  une  conique. 

C<Mto  conique  a  évidemmenl  pour  points  à  l'infini  les  points 
à  l'infini  des  paraboles  circonscrites  au  quadrangle. 

Elle  passe  d'ailleurs  par  les  milieux  des  six  côtés  de  ce 
quadrangle,  car  le  milieu  d'un  de  ces  côtés  et  le  point  à 
l'infini  de  la  droite  à  laquelle  il  appartient  sont  évidemment 
conjugués  à  toutes  les  coniques  considérées.  On  voit  ainsi 
que  : 

Les  milieux  des  six  côtés  d'un  quadrangle,  ainsi  que  les 
points  de  rencontre  des  côtés  opposés,  sont  neuf  points  d'une 
même  conique. 

Lorsque  l'un  des  sommets  du  quadrangle  est  l'orthocentre 
du  triangle  déterminé  par  les  trois  autres,  cette  conique  est 
un  cercle,  puisque  (n°  90)  les  points  cycliques  sont  alors  les 
deux  points  doubles  de  l'involution  formée  par  les  points  à 
l'infini  des  coniques  circonscrites  au  quadrangle.  Celles-ci 
sont  en  eiïet  des  lijperboles  équilatôres,  et  le  lieu  des  centres 
devient  un  cercle;  on  voit  ainsi  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circonscrites 
à  un  triangle  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

93.  Supposons  maintenant  que  le  quadrangle  considéré 
soit  inscriplible  à  un  cercle;  les  paraboles  qui  lui  sont  cir- 
conscrites ont  alors  (n°  91)  leurs  axes  rectangulaires;  le  lieu 
des  centres  des  coniques  circonscrites  est  donc  une  hyperbob' 
équilotère.  Tout  point  de  ce  lieu  est  d'ailleurs,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu  dans  le  précédent  numéro,  le  point  commun  à 
tous  les  diamètres  des  coniques  considérées  qui  sont  conju- 
gués d'une  même  direction,  puisque  ces  différents  diamètres 
sont  les  polaires  d'un  même  point  de  la  droite  de  l'infini. 
Soient  m  un  point  de  ce  lieu,  co  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  quadrangle  et  y  le  centre  de  la  conique  C  du  faisceau, 
qui  passe  par  m.   La  tangente  à  C  en  m  est  parallèle  à  la 


TIIÉOKk>tKS    KT    IMKUtl.tlMKS    |ll\t;H- 
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ilirtMMioil  (•(HljiljriKM'  du  diiiinclir  /  lu  (l;iii>  \\\  cuiiifiiic  (1  :  lii 
«Iroilc  '.j///,  qui  c^l  le  dijimclit'  conjnirni'  di'  celle  diicclioii 
dans  tiii  corde,  lui  (■>(  doue  |)er|ieiidii'(ilaire;  aiitreinciit  dii, 
celle  droite  es!  iioiiiiale  en  ///  à  la  conii|iie  (!,  Ainsi  : 

Li'  lien  fies  centres  des  conif/nes  cirer)  use  fi  les  à  un  <jii(t- 
dran:j;le  inscrit  dans  un  cercle  de  centre  ',>  est  une  hyper- 
bole ét/uilnlère,  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  au.r  axes 
de  ces  cofiif/ues.  Cette  courbe  est  en  inrnic  tr/n/ts  le  lieu  des 
pieds  des  normales  abaissées  du  jxnni  m  sur  les  conitiues  con- 
sidérées. 

Celle  ljvperl)ole  équilalère  cotipe  eu  (lualio  poinls  chacune 
<Jes  conifpies  du  faisceau;  par  suite  : 

D'un  point  quclcontiue  ',)  on  peut  mener  à  une  conique  ('. 
quatre  normales.  Leurs  pieds,  le  point  w  et  le  centre  de  (1 
sont  sur  une  même  hyperbole  érjuilatère,  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  au.r  aies  de  C- 

On  iioinme  celle  liy|)erbole  lliyperbole  d' Apollonius  du 
point  f.)  relalivemenl  à  la  coni(jue  (^  :  (die  a,  eu  eiïet,  été  em- 
ployée pour  la  premièrelbis  par  le  géonièlre  grec  Apolloiiiti- 
(vers  247  av.  J.-C). 


94.  Étant  donnée  une  corde  ab  d'une  conique  C,  propo- 
sons-nous de  déterminer  la  corde  cd  telle  que  les  normales 

Kig.  fi. 
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aux  quatre  points,  a',  b,  c  et  d,  soient  concourantes.  Considi'- 
rons  l'involulion  déterminée  sur  l'axe /?ùj/>'  de  C  j)ar  les  co- 
niques circonscrites  au  quadrangle  abcd'.  les  sommets  p  et// 
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en  sont  deux  points  conjugués,  ainsi  que  les  points  y.  et  a' 
situés  sur  les  cordes  ah  et  cd\  enfin,  l'hyperbole  d'Apollo- 
nius, circonscrite  au  quadrangle  abcd,  passe  par  le  centre  co  et 
par  le  point  à  l'infini  de  l'axe;  le  point  w  est  donc  le  point 
central  de  cette  involution;  on  a,  par  suite  (n°  35), 


Soit,  maintenant,  /la  projection  sur  pp'  du  pôle  ni  de  la 
corde  ab;  on  a 

MX.ur  =:  (i)p  . 

De  la  comparaison  de  ces  deux  égalités  on  déduit 


De  même 


Mx'  =  —  or 


Oj[3'  =::  —  fjiS. 


La  corde  cd  est  donc  symétrique,  par  rapport  au  centre  w, 
de  la  droite  rs  qui  joint  les  projections  sur  les  axes  du 
pôle  m  de  la  corde  ab. 

93.  Lorsque  le  point  m  décrit  une  droite,  ses  projections  r 
et  s  forment  évidemment  deux  divisions  semblables;  la  droite 
de  l'infini  est  donc  une  des  positions  de  la  droite  rs,  dont 
l'enveloppe  est,  par  suite,  une  parabole  qui  touche  les  axes 
de  C  aux  points  où  ils  coupent  la  droite  décrite  par  le 
point  m.  Si  celle-ci  est  tangente  à  C  au  point  a,  les  points  c 
et  d  seront  les  pieds  de  deux  normales  menées  d'un  point  de 
la  normale  en  a.  On  voit  ainsi  que  : 

Si  un  point  décrit  une  normale  à  une  coniijue,  les  pieds  des 
trois  autres  normales  menées  de  ce  point  sont  les  sommets 
d'un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  une  parabole  tan- 
gente aux  axes. 

96.  Soit  a'  le  point  de  la  conique  C  diamétralement  opposé 
à  a;  dans  le  triangle  aba' ,  la  droite  ba'  est  parallèle  à  la 
droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  aa'  et  ab,  c'est-à-dire 
au  diamètre  ww  conjugué  de  la  direction  ab.  D'autre  part, 
les  diagonales  wwi  et  rs  du  rectangle  u^rnis  sont  également 
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inclinées  sur  les  a\i'>>;  t'iilin   /v  et    cd  soiil   paralh'Ics.    l'iii 
stiilc,   les  cordes  ha'  ci  cd  sont  éf^aleinciit  ituliiiées  sur  les 
axes,  et  il  en  résulte  (91)  que  leurs  exlréniilés  sont  sur  i.ii 
iMcuic  cercle.  Ainsi  : 

Si  l'on  considère  les  pieds  de  f/ualre  normales  concourantes 
à  une  coni'iue,  le  cercle  </ ni  passe  par  trois  d'entre  eu.r  passe 
aussi  par  le  point  diamétralement  opposé  au  rjuatrième. 

(le  lliéoréuie  est  de  .loacliini-llml. 


Coniques  harmoniquement  circonscrites   ou   inscrites 
à  une  conique. 

97.  Etant  donnés  une  conique  F  et  un  triangle  a'^y  conju- 
gué à  celte  conique,  considérons  une  conique  (]  circonscrite 
à  ce  triangle.  Soient  a  un  point  iiuelconque  de  C,  A  sa  [lolaire 

Fi"    - 


par  lapporl  à  F;  enfin,  b  cl  c,  p  et  7  les  points  où  celle  po- 
laire coupe  les  coniques  C  et  F  :  je  dis  que  les  points  ^  et  c 
divisent  harmoniquement  le  segment  prj. 

En  effet,  les  points  i  et  1'  où /^y  coupe  les  droites  [Sy  et  aoL 
divisent  harmoniquement  la  corde  pq,  car  la  droite  ax,  qui 
joint  les  pôles  a  et  a  i)ar  rapport  à  F  des  droites  bc  et  [3y  esl 
la  polaire  du  point  1 . 

Les  couples  de  droites  ya  et  a'^,  cf!^  et  a  /  ilivisent  de  même 
harmoniquement  la  corde  pq.  Les  points  p  cl  g  sont  donc  les 
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points  doubles  de  l'involulion  déterminée  sur  la  droite  A  par 
k's  coniques  circonscrites  au  quadrangle  aa.^y\  les  points  b 
et  c  qui  se  correspondent  dans  cette  involution  sont  donc 
conjugués  par  rapport  aux  points  p  et  ^.  Ainsi  le  triangle  abc 
est  conjugué  par  rapport  à  F.  On  voit  donc  que  : 

Lorsqu'il  existe  un  triangle  inscrit  dans  une  conirjue  C  et 
conjugué  à  une  conique  Y,  il  en  existe  une  infinité. 

On  dit  alors  que  la  conique  C  est  liarmoniquement  circon- 
scrite (')  à  la  conique  F. 

98.  De  ce  théorème  il  résulte  que  : 

Deux  triangles  conj u gués  à  une  même  conique  sont  inscrits 
à  une  même  conique,  et  réciproquement. 

En  eiïet,  si  abc  et  ajSy  sont  deux  triangles  conjugués  à  F, 
la  conique  circonscrite  au  quadrangle  aajSy  et  qui  passe  i)ar 
le  point  b  passe  forcément  par  le  point  c,  d'après  la  démon- 
stration précédente.  Et,  réciproquement,  si  abc  et  a(3y  sont 
deux  triangles  inscrits  à  C,  la  conique  conjuguée  au  triangle 
ocjSy  et  par  rapport  à  laquelle  bc  est  la  polaire  du  point  a, 
coupe  bc  en  deux  points  p  et  q  conjugués  par  rapport  aux 
points  b  et  c. 

Si  b  et  c  sont  les  points  cycliques,  F  est  une  hyperbole 
équilatère  de  centre  a,  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  a^3y 
passe  par  «;  autrement  dit  : 

Les  cercles  liarmoniquement  circonscrits  à  une  hyperbole 
équilatère  passent  par  son  centre. 

On  peut  encore  dire  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  conjuguées  à 
un  triangle  est  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 


C)  Smith,   Proc.  of  the  London  math.  Soc,  u°  14,   p.  85.  On  trouvera  des 
détails  intéressants  sur  ce  sujet  dans  le  travail  de  M.  Picquet  cité  plus  haut. 


rOMyl  KS    llAllMOMyl  EMK.NT    CIUCONSC.HITK.S     1     I  M!    «KlMyi  K. 

i)[i.    Li'  llit'iiii'iiH'  |tr(''c»''(l('iil  ,1  |miir  col  ifl.iiil' II'  ^iii\;iiil  : 

fJeiij.'  Il  Kl  II  g  les  coiij  it^iii's  a  une  iik  nie  continue  sont  cu- 
«■  inscrits  à  une  nir/iic  coiiiijuc,  et  rèci/t/nf/i/enicnt  ('). 

De  ces  deux  tliôorèines,  il  irsiille  enliii  i|ii<'  : 

Deux  trian;^les  inscrits  à  une  même  coniijiie  sant  aussi  eir- 
c  inscrits  à  une  même  coniijue,  et  réciproi/uement. 

On  011  (Irdiiit  aisôinoiif  f|iii'  : 

S'il  existe  un  triangle  inscrit  à  une  première  coniifue,  et 
circonscrit  à  une  seconde,  il  en  existe  une  injinilé  (-). 

Si  l'un  (le  (Cs  lriaiij:lc's  adiiiL'l  les  poiiils  cy<Ii(|iics  iioiir 
so:nmels,  les  conir|ues  inscrites  à  ce  liiaiiglo  sont  les  para- 
])oles  ayant  poni-  foyer  le  troisième  sommet,  el  les  coni(|ues 
•  irconscrites  sont  les  cercles  j)assant  par  ce  sommet;  on  voit 

;iin^i  .pie  : 

Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  circonscrit  à  une  para- 
Itole  passe  par  le  foyer. 

Autrement  dit  : 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  inscrites  à  un  triangle  est 
ic  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

100.  D'après  une  déliniliou  i)réeédeiile  (u"l)7)  une  co- 
ni(pie  C  est  harmoni(iuement  circonscrite  à  une  conique  F 
<piand  il  existe  un  triangle  ï  inscrit  à  (".  el  conjugué  à  F,  et  il 
■en  existe  alors  une  infinité.  Or  nous  avons  vu  (n°  8i)  qu'on 
j)0uvait,  par  polaires  réciproques,  transformer  l'une  en  l'autre 
Jes  coniques  (1  et  F  :  les  triangles  T  considérés  se  transfor- 
iinent  ainsi  en  triangles  T'  circonscrils  à  F  et  conjugués  à  (1. 
Ainsi  donc  : 

Une  conique   C,   harmoniq uenient  circonscrite  à   une   co- 
_,       nique  F,  peut  être  considérée  soit  comme  circonscrite  à  des 


(')  CUASLES,   Tr.  des  set-i.  cou.,  p.   ijo. 
{-  )  Foir  la  note  du  n°  8'J. 
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triangles  conjugués  à  F,  soit  comme  conjuguée  à  des  triangles 
circonscrits  à  F  ('). 

On  dit  encore  que  F  est  harmoniquement  inscrite  à  C. 

101.  Des  trois  théorèmes  du  n°  99  on  déduit  le  suivant  : 

Si  C  et  C  sont  deux  coniques,  l'une  inscrite  et  l'autre  cir- 
conscrite à  un  triangle  T,  les  sommets  de  ce  trianglesft  ceux 
du  triangle  conjugué  commun  à  C  et  à  C  sont  six  points 
d'une  même  conique. 

Soit,  en  effet,  T'  un  des  triangles,  autres  que  T,  circonscrits 
à  C  et  inscrits  à  C;  il  existe  une  conique  F  conjuguée  à 
la  fois  aux  triangles  ï  et  T'.  11  est  bien  évident  que,  par  po- 
laires réciproques  relativement  à  F,  les  deux  coniques  C  et 
C  se  transformeront  l'une  en  l'autre;  il  en  résulte  que  le 
triangle  conjugué  à  la  fois  à  ces  deux  coniques  est  aussi  con- 
jugué à  F;  par  suite,  les  sommets  de  ce  triangle  et  ceux  du 
triangle  T  sont  bien  sur  une  même  conique. 

Supposons,  par  exemple,  que  C  et  C  soient  des  coniques 
ayant  les  mêmes  axes  :  leur  centre  commun  et  les  points  à 
l'infini  des  axes  sont  alors  les  sommets  du  triangle  conjugué 
commun  à  ces  coniques.  Par  suite,  on  pourra,  par  leur  centre 
et  par  les  sommets  du  triangle  T,  faire  passer  une  hyperbole 
équilatère  d'asymptotes  parallèles  aux  axes  communs,  c'est- 
à-dire  une  hyperbole  d'Apollonius  relative  à  C;  par  suite, 
les  normales  à  C  aux  sommets  du  triangle  T  seront  concou- 
rantes. Ainsi  : 

C  et  C  étant  deux  coniques  concentriques,  à  axes  paral- 
lèles, s'il  existe  des  triangles  circonscrits  à  C  et  inscrits  à  C, 
les  trois  normales  menées  à  C  aux  sommets  de  l' un  de  ces 
triangles  sont  concourantes. 

Examinons  encore  le  cas  où  deux  des  sommets  du  triangle 
conjugué  commun  à  C  et  à  C  sont  les  points  cycliques  :  C  et  C' 
sont  alors  deux  hyperboles  équilatères  concentriques,  et  l'orii 


(')  Salmon,  Sect.  coll.,  p.  SaG;  Cre.MOXA,  Introd.,  p.  87. 


\i)\[  (|iie  le  cercle  circ-onsci  il  :iii  liianj:l('  T  [tasse  |>ar  leur 
ceiilrc  commiiii.  D'ailleurs,  ce  cercle  est  ciicoiiscril  a  iiiif 
iiitiiiilc  (le  liiaiij^les  circonscrits  ii  rii\  |iciImi|«'  {'.  ;  l'un  driix 
a  pour  côiés  les  tleii\  asymploh'S  de  celle  ruiiii|ii(';  le  troi- 
sième cot»'  de  ce  triatj^de  touche  donc  (1  en  son  milieu,  (jui 
est  précisément  le  centre  du  cercle  considéré.  L'IiviterboltHl 
est  donc  le  lieu  des  cenlres  des  cercles  cir((Miscrils  aux 
liianirles  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  (  '  ). 

102.  Soiciii  (]  et  ('/  deux  <niiii|iics  lianuonicpn'meiil  cir- 
conscrites à  une  Iroisièmr  \\  n  nu  de  leurs  points  comnmns 
et  A  sa  polaire  par  ia|>porl  à  T.  Cette  droite  coupe,  par  li.vpo- 
llièse,  C  et  C  en  des  points  conjufîués  à  T.  I.involulion  dé- 
terminée sur  A  par  les  conicpies  du  faisceau  ponctuel  ancpiel 
appartiennent  C  et  (]',  com|)i'enant  ainsi  deux  couples  de 
points  homologues  conjugués  à  P,  il  en  est  de  même  de  tous 
les  couples  de  points  homologues  de  cette  involution.  Autre- 
ment dit,  tontes  les  coni(|ues  du  faisceau  ponctuel  déterminé 
par  C  et  C  sont  circonscrites  à  un  triangle  de  sommet  o^ 
conjugué  à  F  :  toutes  ces  coniques  sont  donc  harmoni(|ue- 
ment  circonscrites  à  F.  Ainsi  : 

Lorsque  deux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  sont  liar- 
moniquenient  circonscrites  à  une  même  conique^  il  en  est  de 
même  de  toutes  les  coniques  de  ce  faisceau. 

Celles  de  ces  coniciues  qui  sont  foiinées  de  droites  sont 
alors  constituées  par  deux  droites  conjuguées  à  F.  On  voit 
ainsi,  en  parliculier,  (|ue  : 

Si  deux  des  couples  de  cotes  opposés  d' un  quadrangle  sont 
formés  de  droites  conjuguées  à  une  même  conique,  il  en  est 
de  même  du  troisième. 

Du  théorème  général  qui  précède,  il  résulte  que  toutes  les 
coniques  circonscrites  à  un  triangle  abc  et  harmoniqnement 


(')  Ces  considérations  permettaient  de  résoudre  avec  élégance  le  problénif' 
proposé  en  1896  au  Concours  général  {N^oui'eUes  Annales,  3°  série,  t.  XV, 
p.  566;  1896). 
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circonscrites  à  une  conique  F  passent  par  un  quatrième  point 
lixe  d.  Les  droites  a^  etcc^,  par  exemple,  sont  alors  conjuguées 
à  F;  autrement  dit,  la  droite  c^f  passe  parle  pôle  y  de  la  droite 
ab.    On  en  déduit  que 

Deujc  triangles  tels  que  les  côtés  de  l' an  soient  les  polaires 
des  sommets  de  r autre  par  rapport  à  une  même  conique  sont 
homologiques. 

103.  Ainsi  donc,  si  C  et  C  sont  deux  coniques  harmonique- 
ment  circonscrites  à  une  troisième  F,  leurs  cordes  communes 
sont  deux  à  deux  conjuguées  à  F.  En  particulier,  si  C  et  C 
sont  bitangentes,  leur  corde  de  contact  est  sa  propre  conju- 
guée; autrement  dit,  elle  touche  F.  On  en  déduit,  par  exemple, 
l'énoncé  suivant  : 

A  deux  triangles  inscrits  à  une  même  conique  on  circon- 
scrit deux  coniques  bitangentes  entre  elles  :  l'enveloppe  de 
leur  corde  commune  est  la  conique  conjuguée  à  la  fois  à  ces 
deux  triangles. 

Si  C  et  C  sont  homothétiques,  la  droite  qui  joint  leurs  points 
communs  à  dislance  finie  passe  par  le  centre  de  F.  Par 
exemple,  si  deux  cercles  sont  harmoniquement  circonscrits 
à  F,  leur  axe  radical  passe  par  le  centre  de  cette  conique;  ce 
point  a  donc  môme  puissance  par  rapport  à  tous  les  cercles 
harmoniquement  circonscrits  à  F;  autrement  dit,  ceux-ci 
coupent  orthogonalement  un  cercle  fixe  concentrique  à  celte 
conique.  Ce  cercle  est  évidemment  le  lieu  des  centres  des 
cercles  points  harmoniquement  circonscrits,  c'est-à-dire  des 
points  communs  aux  droites  isotropes  conjuguées  à  F  :  c'est 
donc  (n°80)  le  cercle  orthoplique  de  cette  conique,  d'où 
l'énoncé  suivant  dû  à  M.  Faure  (')  : 

Les  cercles  harmoniquement  circonscrits  à  une  conique  en 
coupent  orthogonalement  le  cercle  orthoptique. 

La  donnée  d'un  triangle  conjugué  à  une  conique  équivalant 


(')  Faure,  Xoui'.  Anu.  de  3Ialk.,  t.  XIX,  p.  2.34. 
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;i  Irois  rnndilioiis  liiiraircs  imposées  à  ccilf  ciMiiiita',  il  cxi^lc 
toujours  Mil  renie  iiiiii|iie  conju^'iié  à  un  lri;iii>;|('.  Lr  cercle 
(•onjuj^iié  à  un  tiianf;le  circonscril  à  une  roiii(|iie  éiant  f  u"l(K)) 
li;u'inoni(|Ueiiieiii  eirconsci'it  à  celle  coni(|iie.  il  tc-iiiie  du 
lliéorèiue  précédent  (pie  : 

At'  Itt'ii  (les  centres  des  rn/ii</i/es  inseiilcs  n  itn  triaiiL^le  el 
telles  t/ue  la  somme  des  carrés  de  leurs  a.res  ait  une  râleur 
donnée  est  un  ceicle  concentrijue  à  i orthocentre  du  tri- 
angle ('). 

Kn  pnrtieulier. 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatèrcs  inscrites  à  uu 
triangle  est  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle. 

lOV.  Aux  théorèmes  du  n"  102  correspondeiil,  p;ir  dualité, 
dos  théorèmes  corrélatifs;  «m  voit  en  particulier  (pie  : 

Si  (leur  couples  de  sommets  opposés  d'un  (luadrilalèrc 
sont  conjugués  à  une  conique,  il  en  est  de  même  du  troi- 
sième (-). 

Extension  aux  cônes  du  second  degré. 

lOo.  Soil  A  la  polaire  d'un  point  a  par  rapport  à  une 
conique  C;  considérons  un  cône  de  sommet  s  et  de  direc- 
trice (];  le  rapport  harmoni(|ue  étant  projeclil",  on  voit  (pie 
toute  droite  issue  de  «  coupe  le  [)lan  .vA  au  jioint  conjugué 
do  a  par  rapport  à  ceux  où  celle  droite  rencontre  le  C()ne.  Le 
plan  5 A  est  appelé  plan  polaire  du  point  a  par  rapport  au 
C(jno,  ou  encore,  plan  diamétral  conjugué  do  la  droite  .va,  car 
il  est  hion  évident  que,  lorsque  le  point  a  décrit  cette  droite, 
son  plan  polaire  reste  invariahic.  Iléciproquement,  tout  plan 
issu  de  s  admet  un  diamètre  conjugué. 

En  joignant  le  sommet  s  aux  sommets  d'un  triangle  con- 


(')  Théorème  dû  à  Steixer. 

(-)  IIesse,  Journal  de  Crelle,   t.  XX,  p  3oi;   i8'|0. 
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jugué  à  C,  on  oblieiit  un  trièdre  conjugué  au  cône  :  chacune 
de  ses  arèles  est  le  diamètre  conjugué  de  la  face  opposée. 

Si  la  conique  C  esl  l'ombilicale,  le  cône  correspondant  est, 
un  cône  isotrope  :  ses  Irièdres  conjugués  sont  Irireclangles. 

106.  Les  propriétés  obtenues  aux  n«^  97-99  permettent 
d'énoncer  des  théorèmes  relatifs  aux  Irièdres  conjugués  à  un 
cône.  On  voit  ainsi,  par  exemple,  que  : 

Étant  donnés  deux  cônes  de  même  sommet,  s'il  existe  un 
trièdre  inscrit  au  premier  et  conjugué  au  second,  il  en  existe 
une  infinité. 

En  particulier,  si  le  second  cône  est  isotrope,  on  voit  que  : 

Si  un  cône  passe  par  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle,  il 
est  capable  d' une  infinité  de  tels  irièdres. 

Un  tel  cône  est  dit  équilatère. 

Si  c'est,  au  contraire,  le  premier  des  cônes  considérés  dans 
l'énoncé  précédent  qui  est  isotrope,  on  trouve  que  : 

S'il  existe  un  trièdre  trirectangle  circonscrit  à  un  cône  du 
second  degré,  il  en  existe  une  infinité. 

107,  De  même,  de  ce  que  deux  coniques  d'un  même  plan 
n'admettent  en  général  qu'un  iriangle  conjugué  commun,  on 
déduit  que  deux  cônes  de  même  sommet  ont  en  général  un 
seul  trièdre  conjugué  commun.  Si  ces  deux  cônes  sontbilan- 
gents,  ils  admettent  une  infinité  de  trièdres  conjugués 
communs,  dont  une  des  faces  est  déterminée  par  les  arêtes 
de  contact,  l'arête  opposée  étant  le  diamètre  conjugué  de  cette 
face. 

Si  l'un  des  deux  cônes  considérés  esl  isotrope,  on  voit  ainsi 
que  : 

//  n'existe  généralement  qu'un  trièdre  trirectangle  con- 
jugué à  un  cône  du  second  degré. 

Les  ])lans  des  faces  de  ce  trièdre  sont  évidemment  des 
plan?  de  symétrie  du  cône,  puisqu'ils  partagent  en  parties 
égales  les  cordes  normales  à  chacune  de  ces  faces. 


EXTENSION    Al  X    CitNKS    DU    SECOND    DF.t;Rf:.  -.( 

Si  \o  côno  coiisidrré  est  liiljiiip'nl  :iii  cône  isotropo  d»'  iiirinc 
sommet,  v\  «Ijins  co  cas  .seulcmonl.  il  est  conjugué  îi  oiic 
inliiiilt'  (If  trièdrcs  tiireclaiifilos  ayant  mie  aiéle  commntir. 
Les  |)laiis  normaux  à  cotte  aréle  conj)ent  alors  le  côn<'  suivant 
des  coni(|ues  dont  les  axes  sont  indéterminés,  c'esl-à-dire 
>nivaiit  des  cercles  :  le  cône  est  donc  de  révtdulion.  Ainsi  : 

Ln  cône  (le  n'-volution  est  liitaiigciit  (tu  cu/tc  isotrope  de 
même  sommet,  et  rccipro(iuement. 
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Pôles  et  plans  polaires. 

108.  Lorsque  deux  points  divisent  liarmoniquemenl  une 
corde  d'une  quadrique,  ils  sont  dits  conjugués  à  cette  sur- 
face. -   ' 

Le  lieu  des  conjugués  d'un  point  par  rapport  à  une  qua- 
drique est  un  plan. 


POLES    KT    PLANS    iMil.linES.  8l 

Soit,  CM  (,'lTt't,  O  une  (|(i;i(lri(Hie  (iiu'Icoikiiic.  I*;ir  le  poiiii 
donnée,  inenoiis  iiii  plan  (piel('oii(|iu'  (|ui  cuiipe  la  (piadrirpio  O 
suivant  une  coniipif  (!.  I.cs  points  dn  lieu  >itut'S  dans  eejjlan 
sont  évitleniinenl  ceux  <li'  la  imlairc  du  point  tt  ifliitiveinent 

D'aillouis,  si  ("/  désif^ne  la  section  de  O  p,ii  mi  aulic  plan 
issu  (lu  point  a,  les  polaires  de  ce  point  p;ii'  rapport  aux  <leux 
coni(iues  C  cl  G'  sont  dans  un  incMue  plan,  car  elles  passent 
toutes  deux  par  le  eonjuj^ué  du  point  a  situé  sin-  la  di(»ile 
commune  aux  plans  de  C  et  de  <!'.  H  en  résulte  (pie  les  points 
du  lieu,  appartenant  à  un  plan  (pielcon(pi(î  issu  de  a,  sont 
ceux  d'une  droite  (jui  rencontie  les  deux  polaires  précédentes; 
le  lieu  est  donc  constitué  par  le  |)lan  de  ces  polaires.  Ce  jilan 
est  ap|)elé  le  plan  polaire  (')  du  point  a  relativement  à  iJ.L«î 
cône  de  sommet  a,  qui  admet  pour  directrice  la  coni(|ue  sui- 
vant laquelle  la  (piadrique  (J  coupe  le  plan  polaire  de  a,  est 
évidemment  circonscrit  à  0  le  lon^^  de  celte  conique. 

Lorsque  le  pointaesl  sur  la  (piadri(|ue  Q,  ses  polaires  par 
rapport  aux  coniques  de  Q  dont  les  plans  passent  par  a  sont 
lanj^enles  en  a  à  ces  conicpies;  le  plan  jioluire  de  ce  point 
devient  alors  le  plan  tangent  à  Q  en  a. 

La  démonslralion  précédente  s'applique  tant  que  Q  est  une 
quadrique  véritable,  c'est-à-dire  n'est  ni  une  conique,  ni  un 
cône.  Dans  ce  dernier  cas,  elle  ne  tombe  d'ailleurs  en  défaut 
que  si  le  point  a  est  le  sommet  du  C(jne  :  son  plan  polaire  est 
alors  indéterminé. 

109.  Corrélativement,  lorsque  deux  plans  divisent  barmoni- 
quemenl  le  ilièdre  formé  par  les  deux  plans  tangents  menés 
à  une  quadrique  par  leui'  intersection,  ils  sont  dits  conjugués 
à  cette  surface.  Le  tbéorème  précédent  a  donc  pour  corrélatif 
le  suivant  : 

Les  plans  conjugués  d' un  plan  fixe  par  rapport  à  une 
quadrique  sont  concourants. 

Leur  point  commun  est  appelé  le  pôle  du  plan  fixe.  On  voit 


(')  C'est  MoNGrE  qui,  dans  sa  Géométrie  descriptive,  a  c-tendu  aux  quadriques 
la  théorie  des  pôles,  que  La  Hire  avait  iaveutée  pour  les  coniques. 

D.  G 
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./ 
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que,  par  rapport  à  une  ([uadrique  véritable,  tout  plan  a  un 
pôle  l)i(Mi  déterminé. 

110.  Soient  donc  :  Q  une  telle  quadrique;  P  un  plan  quel- 
conque qui  coupe  Q  suivant  une  conique  C;  enfin  abc  un 
iriangle  conjugué  à  C. 

Le  plan  polaire  de  chacun  des  points  a,  b,  c  passe  évidem- 
ment par  les  deux  autres  :  soit  p  le  point  commun  à  ces  trois 
plans  polaires,  et  soient  [3  et  y  les  points  où  Q  coupe  la  droite 
ap.  Les  |)lans  tangents  à  Q  issus  de  bc  doivent  (n°  108)  tou- 
cher Q  en  des  points  situés  à  la  fois  dans  les  plans  polaires 
^>(  des  points  6  et  c  :  ce  sont  donc  les  plans  ècj3  et  bcy.  D'autre 
part,  les  points  a  et  p  divisant  harmoniquement  le  segment  {3y, 
les  plans  bca  et  bcp  divisent  harmoniquement  le  dièdre  formé 
par  les  plans  bc'^  et  bcy;  le  plan  bcp  est  donc  conjugué  du 
plan  P  par  rapport  à  Q  ;  il  en  est  de  même  des  plans  cap  et 
abp;  le  point  p  est  donc  le  pôle  du  plan  P,  d'après  la  défini- 
tion précédente.  Les  points  a,  b  et  c  étant  conjugués  de  p 
relativement  à  Q,  on  voit  d'ailleurs  que  P  est  le  plan  polaire 
du  point  p.  Ainsi  : 

Le  pôle  du  plan  polaire  d'an  point  est  ce  point  lui-même. 

On  voit  en  même  temps  que  : 

Les  plans  polaires  des  points  d'un  plan  passent  par  le  pâle 
de  ce  plan, 

et  que  : 

Les  pôles  des  plans  issus  d'un  point  sont  dans  le  plan  polaire 
de  ce  point.         \J 

111.  On  en  déduit  immédiatement  que  si  un  point  appar- 
tient à  la  fois  à  deux  plans,  son  plan  polaire  passe  par  les 
j)ôles  de  ces  plans;  autrement  dit  : 

Les  plans  polaires  des  points  d'une  droite  A  passent  par  une 
droite  A'  qui  est  aussi  le  lieu  des  pèles  des  plans  issus  de  A. 

Les  droites  A  et  A'  sont  donc  réciproques,  elles  sont  dites 
conjuguées  à  la  quadrique.  Puisque  le  plan  polaire  de  tout 
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point  (le  A  piosc  |);ii-  A  .  on  vnii  (inf  tunl  phm  |'  i-Mi  de  A 
COU|)0  A  cil  lit)  pniiit  (|ui  est  le  pôle  dr  A'  par  rapport  à  la 
conupic  suivant  laquelle  le  plan  l*  coupe  la  i|iia(lri(pir  O. 
Donc  : 

Le  lieu  des  liâtes  d'une  droite  fixe  par  rapport  au.r  co/iir/ucs 
d'une  qaadriijue  dont  les  plans  passent  par  celte  droite  est 
sa  droite  conjuguée. 

Le  tétraèdre /Jrt^c  considéré  dans  le  numéro  précédent  est 
dit  conjugué  il  Q;  ses  soiDmels  sont  deux  à  deux  conju^'ués  à 
cette  (|uadri(pie,  ainsi  que  ses  faces  et  ses  arêtes  opposées,  fjifl^ 
Chacune  de  ses  faces  est  un  liian;.'le  conjuj^in''  à  la  conicpie 
suivant  laquelle  son  plan  coupe  (J.  Enliii,  chacun  de  ses 
trièdres  est  conjugué  au  cône  circonscril  à  O  issu  du  soinnicl 
de  ce  tricMJn'.  Ce  trièdre  est  égalenienl  dil  conjugué  à  la  qua,- 
drique;  chacune  de  ses  arôtes  passe  par  le  pôle  de  la  face 
opposée. 

Ili2.  Le  |)ôle  du  plan  de  l'infini  est  appelé  le  centre  de  la 
quadrirpie  :  il  est  le  sommet  du  cône  asymptote,  enveloppe  des 
plans  tangents  à  la  quadiique  en  ses  points  à  l'infini. 

Les  droites  issues  du  centre  sont  nommées  diamètres. 

Ou  voit,  comme  dans  le  cas  des  coniques  (11°  78),  f|uc  le 
centre  ainsi  défini  est  hien  un  centre  de  symétrie  de  la  sur- 
face. 

Dans  le  cas  oi^i  celle-ci  est  un  paraboloïde,  c'est-à-dire 
louche  le  plan  de  l'intini,  le  centre  devient  le  point  de  con- 
tact de  ce  plan  et  se  trouver  donc  rejeté  à  l'infini. 

D'a|)rès  la  définition  du  centre,  un  trièdre  conjugué  au  cône 
asymptote  est  aussi  conjugué  à  la  quadrique;  ses  trois  arêtes 
forment  trois  diamètres  conjugués.  Le  pôle  d'une  face  de  ce 
trièdre  est  le  point  à  l'infini  de  l'arête  opposée.  Donc  : 

Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  quadrifjue  parallèles  à 
une  même  direction  est  le  plan  diamétral  conjugué. 

Un  diamètre  et  la  droite  de  l'infini  du  plan  diamétral  con- 
jugué formant  deux  droites  conjuguées  à  la  quadrique,  on 
voit  encore  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  sections  d'une  quadrique  par  des 


84  CHAP.    V.    —    PRINCIPALES    PROPRIÉTÉS    DES    QL'ADRIQLES. 

plans  parallèles  à  un  même  plan  diamétral  est   le  diamètre 
conjugué. 

On  voit  encore  que  les  axes  du  cône  asymptote  (n°  107)  sont 
des  axes  de  symétrie  do  la  quadrique.  Les  plans  qu'ils  déter- 
minent deux  à  deux  sont  les  Vco'i's,  plans  principaux  de  cette 
surface.  Dans  le  cas  où  le  cône  asymptote  est  de  révolution, 
il  en  est  de  même  de  la  quadrique,  qui  est  alors  (n°  107)  bi- 
langenle  au  cercle  de  l'infini,  et  réciproquement.  Ainsi  : 

Les  quadriques  de  révolution  sont  hitangentes  à  l'ombi- 
licale, et  réciproquement. 

Enfin,  si  le  cône  asymptote  est  isotrope,  la  quadrique  est 
une  sphère,  et  trois  diamètres  conjugués  quelconques  forment 
alors  un  trièdre  trirectangle. 

113.  Nous  avons  vu  que,  étant  donnée  une  véritable  qua- 
drique, à  tout  point  correspond  (n°  108)  un  plan  polaire  uni- 
que et  à  tout  plan  (n°  109)  un  pôle  unique;  enfin,  aux  points 
d'un  plan  correspondent  (n°  110)  des  plans  concourants.  II  en 
résulte  qu'en  faisant  correspondre  à  tout  point  son  i)lan  po- 
laire, on  obtient  une  correspondance  corrélative  (n°  59)  qui 
est  d'ailleurs  involutive;  on  l'appelle  transformation  par  po- 
laires réciproques. 

Nous  reviendrons  plus  tard  sur  cette  transformation  dont 
la  considération  nous  facilitera  dès  maintenant  (n°  122) 
l'exposé  d'un  certain  nombre  de  propriétés  des  quadriques. 

Intersection  de  deux  quadriques. 

lli.  L'équation  générale  d'une  surface  du  second  degré 
étant  homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  à  dix  coef- 
ficients arbitraires,  il  en  résulte  qu'une  telle  surface  est,  en 
générai,  définie  par  la  donnée  de  neuf  points  quelconques.  Il 
suffit,  pour  cela,  que  les  neuf  équations  homogènes  linéaires 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  dix  coefficients  admettent  un 
système  unique  de  solutions.  Elles  pourront  être  indétermi- 
nées dans  certains  cas. 

En  effet,  la  donnée  de  huit  points  quelconques  d'une  qua- 
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(Iri(|iif  iM'iincltra  p'arralcmciil  (r«'\piiiii<'i  >(>s  dix  cooflicionts 
en  runclinii  lint-iiirc  cl  lioinct^M'iiç  de  <l('ii\  paiatiirlrcs  va- 
riables À  cl  a',  (Ic  ^oiIc  (|iic  s((ii  c(|iiali()ii  sera  de  la  Idiiiic 

'/.Q-hl'Q'-o. 

Celle  qnadriciiie  passera  donc  i)ar  tous  les  poinls  coiiuniins 
aux  (|nadri(|nes  représentées  par  les  écpialions 

Q—o        cl        Q'=o, 

qui,  comme  nous  le  savons  (n"  li),  apparliennenl  à  une  bi- 
(|uailratiqne  {J^anclie.  Donc  : 

Toutes  les  fjuof//ir/i/cs  (jui  passent  /Htr  huit  points  con- 
tiennent ^rnriiilement  une  même  bifjuadratiriue  ufiuchc. 

La  donnée  de  scpl  poinls  d'une  qiiadri(|ne  permcllrail  de 
même,  en  général,  de  la  mellre  sous  la  forme 

XQ  +  /.'Q'4-/."Q"^o, 

ce  qui  monirc  que  celle  quadrique  doil  passer  par  lous  les 
[loinls  communs  aux  quadriques 

Q  =  0,  Q'rzro,  Q"=0, 

poinls  qui  sont  généralement  au  nombre  de  linil.  Donc  : 

Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  sept  points  passent 
f^énéralement  par  un  huitième  ('). 

Ce  buitiéme  point  lui-même  sera  indéterminé,  si  les  sept 
points  considérés  sont  sur  une  même  cubique  gaucbe;  toutes 
les  quadriques  passant  par  ces  points  contiendront  alors  la 
cubique  gaucbe;  cela  résulte  du  n"  i4. 

De  même,  tontes  les  quadriques  contenant  cinq  points  d'une 
conique,  ou  trois  points  d'une  droite,  contiendront  celte  co- 
nique ou  cette  droite. 

llo.  Les  quadriques  se  transformant  dualisliquement  (n"*64-) 


(')    Lamé,    Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre  let 
problèmes  de  Géométrie,   1818. 
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en  qiiadriqiics,  les  propriétés  précédentes  ont  pour  corréla- 
tives les  suivantes  : 

Toutes  les  quadriques  tangentes  à  huit  plans  en  touchent 
une  infinité^  qui  enveloppent  une  surface  dêveloppable  du 
quatrième  ordre,  Vordre  d'une  surface  développable  étant  le 
nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut  lui  mener  d'un  point 
arbitraire. 

Toutes  les  quadriques  tangentes  à  sept  plans  en  touchent 
généralement  un  huitième. 

116.  Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  labiquadratique  gauche 
commune  à  deux  q'iadriques  peut  se  décomposer  en  une 
droite  et  une  cubique  gauche;  lorsque  deux  quadriques  ont 
ainsi  une  génératrice  commune,  la  cubique  gauche  qui  con- 
sJitiie  le  reste  de  leur  intersection  coupe  d'ailleurs  en  deux 
points  la  génératrice  commune  :  les  deux  quadriques  se 
touchent  évidemment  en  ces  deux  points. 

Lorsque  deux  quadriques  ont  en  commun  deux  génératrices 
d'un  môme  système  A  et  B,  on  voit  aisément  que  le  reste  de 
leur  intersection  se  compose  de  deux  génératrices  de  l'autre 
système.  Soit,  en  effet,  m  un  de  leurs  points  communs,  exté- 
rieur aux  droites  A  et  B  :  il  existe  une  droite  passant  par  m 
et  coupant  A  et  B;  celle-ci  ayant  trois  de  ses  points  situés 
sur  les  deux  quadriques  appartient  à  ces  deux  surfaces.  La 
propriété  annoncée  en  résulte.  / 

/y  117.  La  biquadratique  gauche  peut  encore  se  décomposer 
en  deux  coniques,  chacune  de  celles-ci  pouvant  d'ailleurs  se 
décomposer  en  deux  droites.  Lorsque  deux  quadriques  ont 
ainsi  deux  coniques  communes,  elles  se  touchent  évidem- 
ment aux  deux  points  où  elles  coupent  toutes  deux  la  droite 
commune  aux  plans  de  ces  coniques. 

Réciproquement,  lorsque  deux  quadriques  se  touchent  en 
deux  points  a  et  b  n'appartenant  pas  à  une  même  géné- 
ratrice, elles  se  coupent  suivant  deux  coniques.  Soit,  en  effet, 
771  un  de  leurs  points  communs;  le  plan  mab  coupe  les  deux 
quadriques  suivant  des  coniques  qui  se  touchent  en  a  et  b,  et 
passent  de  plus  par  le  point  tu,  c'est-à-dire  suivant  des  co- 
niques confondues,  ce  qui  démontre  le  théorème. 
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Co  lliéorème  a  pour  convl;ilif  le  suivaiil  : 

Lorsque  deux  quadriijues  se  touchent  en  deux  points  n'ap- 
partenant pas  à  une  même  i^ènératrice,  l'en\eloppc  de  leurs 
plans  tangents  communs  se  compose  de  deux  cônes  du  second 
degré. 

118.  Si  (lux  t/uadri(/ues  sa  touchent  en  trois  jinints  a,  h 
et  c  dont  deux  n'appartiennent  pas  à  une  même  ^'l'ni'ralrice. 
elles  se  touchent  en  tous  les  points  d'une  conit/ue. 

En  elTel,  d'iipic'S  le  p;irnirr;iplie  précédoiil,  le  [)laii  ahc  coupe 
les  deux  (juadi  icpies  suivant  une  nièuie  coni(pie  C.  Soit  d'ail- 
leurs/; le  poinl  où  se  coii|)Ciil  les  |)laiis  tan^'ents  à  la  fois  aux 
deux  quadiicpies  aux  points  a,  b  et  c.  Ce  poinl  est  le  pùle  du 
j)lan  ahc  par  rapport  aux  i\i'\\\  (piadii(|ucs  :  le  cône  de  soni-* 
met  /'  et  de  base  C  est  donc  circonscril  à  ces  deux  surfaces  le 
long  de  la  conique  (]. 

Faisceaux  et  réseaux  de  quadriques. 

llî).  Toutes  les  (piadri(|ues  (|ui  passent  par  Iiuil  points 
arbitraires  forment  un  faisceau  ponctuel  de  quadricpies  qui 
(n°  1  li)  contiennent  une  même  bliiuadratiquc  gauche.  Par  tout 
poinl  de  l'espace,  extérieur  à  cette  courbe,  il  passe  une  seule 
quadrique  du  faisceau  ponctuel. 

Ces  diverses  quadriques  coupent  évidemment  un  plan  quel- 
conque P  suivant  des  coni(pies  circonsci-ites  à  un  même  f|ua- 
drangle.  Trois  de  ces  conifiues  sont  donc  formées  de  droites  : 
les  trois  ([uadriques  (jui  conliennenl  cbacune  un  de  ces  couples 
de  droites  sont  tangentes  au  plan  considéré.  On  voit  donc 
que  : 

Dans  tout  faisceau  ponctuel  de  tjuadriijues,  il  en  existe  trois 
qui  touchent  un  plan  donné  arbitrairement. 

Si  le  plan  P  est  le  plan  de  l'infini,  on  voit  en  particulier 
que  : 

Tout  faisceau  ponctuel  de  quadriques  comprend  trois  para- 
boloides. 
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Les  trois  points  de  contact  avec  le  plan  P  sont  évidemment 
les  sommets  du  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  sui- 
vant lesquelles  les  quadrlcjucs  en  question  coupent  ce  plan. 
On  voit  donc  que  : 

Dans  tout  plan,  il  existe  un  triangle  conjugué  commun 
aux  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel. 

j 

Si  le  plan  coupe  deux  des  quadriques  du  faisceau  suivant 
des  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  une  même 
conique  F,  on  voit  encore  (n°  102)  qu'il  en  est  de  même  des 
sections  de  toutes  les  quadriques  du  faisceau  par  le  plan  P.  Si 
la  conique  F  est  le  cercle  de  l'infini,  on  voit  ainsi  que  : 

Si  deux  des  quadriques  d' un  faisceau  ponctuel  sont  équi- 
latères,  il  en  est  de  même  de  toutes. 

On  nomme,  en  effet,  équilatère  toute  quadrique  dont  le 
cùne  asymptote  est  équilatère. 

120.  Les  propriétés  précédentes  ont  pour  corrélatives  des 
propriétés  concernant  les  quadriques  tangentes  à  huit  plans 
arbitraires,  c'est-à-dire  appartenant  à  un  même  faisceau 
tangentiel. 

On  voit  ainsi  que  : 

Par  tout  point  de  l'espace,  il  passe  trois  quadriques  d'un 
faisceau  tangentiel.  Les  plans  tangents  à  ces  trois  surfaces 
au  point  considéré  sont  les  faces  d'un  trièdre  conjugué  ci  la 
fois  à  toutes  les  quadriques  du  faisceau. 

121.  Un  faisceau  ponctuel  de  quadriques  est  évidemmenl 
défini  par  deux  quadriques,  celles-ci  pouvant  d'ailleurs  être 
des  cônes.  De  même,  un  faisceau  tangentiel  se  trouve  défini 
par  deux  quadriques,  qui  peuvent  d'ailleurs  être  constituées 
par  des  coniques. 

En  particulier,  le  cercle  de  l'infini  et  une  quadrique  quel- 
contiue  Q  définissent  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques 
qu'on  appelle,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite,  qua- 
driques homofocales  à  Q. 
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hc  celte  (lériiiiliiiii  résulte  imnu'dialniu'iil  (pio  : 

Par  tout  /loint  ilc  l'espace,  il  passe  trois  f/um/rii/i/rs  iV un 
système  Immofocal:  elles  s'y  coupent  orthogonalemenl. 

En  elVcl,  les  |iI;mis  tanpoiits  à  ces  trois  snrfares  an  point 
ronsidéic'  doivent  èlre  les  faces  d'un  trièdre  ronjiif^né  au 
cercle  de  linlini,  c'est-à-dire  d'un  trièdre  tiiiectangle.  Les 
arêtes  de  ce  trièdre,  (|ui  est  conjnjrné  à  la  lois  à  toutes  les 
quadri(|ues  de  la  famille  considérée,  sont  donc  les  axes  des 
cônes  circonscrits  à  ces  surfaces  ('). 

12-2.  f.a  transformation  par  polaires  réciproques  (n"  113) 
étant  une  transformation  corrélative,  il  en  résulte  (  n"  iVl) 
que  si  l'on  considère  deux  (piadiiqnes  Q  et  Q',  il  doit  exister 
en  frénèral  quatre  points  dont  les  plans  polaires  par  rapport 
\\  Q  et  à  O'  coïncident.  Soient  x  l'un  de  ces  points,  m  un  point 
commun  à  O  et  à  Q',  enfin  p  le  point  où  la  droite  xni  coupe 
le  plan  polaire  A  de  a  par  rappoit  à  O  oii  à  Q'  :  il  est  évident 
que  le  conjui^ué  harmonique  de  /??  ]iar  rapport  iui\  points  y. 
et/)  doit  être  à  la  fois  sur  O  et  stu-  O'.  Ainsi  tonte  droite 
issue  de  a  et  qui  renconti'c  la  conrbe  commune  à  O  et  à  O' 
coupe  cette  courbe  en  im  second  point.  Cette  courbe  F  étant 
du  (]ualriènie  degré,  on  voit  donc  que  dans  tout  plan  issu 
de  y.  il  n'existe  cpie  deux  génératrices  dn  cône  de  sommet  y. 
et  de  directrice  F.  Ce  cône  est  donc  du  second  degré.  Ainsi  : 

Lorsijii' un  point  a  le  même  plan  polaire  relati\emenl  à 
deux  rjuadriques,  il  est  le  sommet  d' un  cône  du  second  degré 
contenant  la  courbe  commune  à  ces  surfaces. 

La  réciproque  est  évidente. 

Le  plan  A  coupe  Q  et  Q'  suivant  des  coniques  qui  admettent 
généralement  un  seul  triangle  conjugué  commun,  f3y6.  Il  est 
bien  évident  qne  le  plan  |)olairc  de  |3,  par  exemple,  est  le 
plan  y.y6  relativement  à  Q  ou  à  Q'.  Ainsi  : 

Il  existe  généralement  quatre  cônes  du  second  degré  pas- 


(')  CnASLES,  Jperçu  historique,  Note  XXXI. 
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sant  par  une  même  bicjuadratiqiie;  ils  déterminent  un  té- 
traèdre conjugué  à  la  fois  à  toutes  les  quadriques  qui  passent 
par  cette  courbe  ('). 

123.  Dans  certains  cas  particuliers,  il  peut  y  avoir  plus  de 
quatre  points  qui  admettent  les  mêmes  plans  polaires  relati- 
vement à  deux  quadriques  (n"  62).  Nous  savons  (n''=62,  55,  56) 
(pie,  dans  ce  cas,  il  existera  au  moins  une  droite  A  telle  que 
tous  ses  points  admettent  les  mêmes  plans  polaires. 

Soient  a  et  [3  les  points  où  A  coupe  Q  :  leurs  plans  polaires 
par  rapport  à  Q  passent  par  ces  points  eux-mêmes;  comme  ils 
sont  aussi  les  plans  polaires  de  ces  points  relativement  à  Q', 
on  voit  donc  que  Q  et  Q'  sont  nécessairement  bitangenles 
en  a  et  (3. 

Réciproquement,  lorsque  deux  quadriques  sontbitangentes, 
il  est  bien  évident  que  tout  point  m  de  la  corde  de  contact  a|3 
a  le  même  plan  polaire  relativement  aux  deux  quadri(|ues,  ce 
plan  polaire  se  trouvant  défini  par  le  point  m',  conjugué  har- 
monique de  m  par  rapport  au  segment  a|3,  et  par  la  droite  A' 
où  se  coupent  les  plans  tangents  communs  en  a  et  en  (3.  Sur 
cette  droite  A',  il  existe  d'ailleurs  deux  points  admettant  les 
mêmes  plans  polaires  par  rapport  à  Q  et  à  0'  '•  ces  points  sont 
les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  A  par  les 
deux  couples  de  points  où  cette  droite  coupe  Q  et  (V.  Ces 
points  sont  les  sommets  de  deux  cônes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  deux  coniques  d'intersection  de  Q  et  de  Q'. 
Ainsi  : 

Lorsque  deux  coniques  se  coupent  en  deux  points,  il  existe 
deux  cônes  du  second  degré  qui  les  contiennent. 

Si  les  quadriques  Q  et  Q'  passent  par  les  côtés  d'un  même 
quadrilatère  gauche,  les  diagonales  de  ce  dernier  sont  des 
cordes  de  contact  des  deux  quadriques;  elles  admettent  donc 
le  môme  plan  polaire  relativement  à  ces  deux  surfaces.    . 

Enfin,  si  i)  et  Q'  se  touchent  en  tous  les  points  d'une  courbe 
plane,  tous  les  points  du  plan  de  cette  courbe  jouissent  de  la 
propriété  en  question. 

(')  PoNCELET,   Traité  des  prop.  proj.,  Art.  6iG. 
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12*.  Le  (Icriiier  I  lu-ijiriiio  ihi  ii"  122  ;i  pitiir  «onéliilif  I;i 
p  ropiirlr  snivaiite  : 

Les  planx  tangents  cnnunii/is  </  flciijc  f/uadru/ttes  sont  gêné' 
ralenient  tangents  à  «jttatre  coniques  clnnt  les  /dans  sont  les 
faces  (/'un  tétraèdre  conjugué  éi  ht  fois  éi  ces  deu.r  tjua- 
driijues  (M. 

D'après  la  première  propriélé  énoncée  au  n"  12-2,  les  som- 
mets (le  ce  télraètlre  sont  d'ii illeurs  les  sommets  des  cônes 
circonscrits  aux  deux  quadriques. 

Il  n'y  a  d'exception  que  si  les  deux  quadriques  considérées 
sont  bitatif^enles;  leurs  i>lans  tan|::ents  communs  envelopi>enl 
alors  (n"  117)  deux  cônes  du  second  degié  hilani^'enls,  (pii  se 
coupent  suivant  deux  coniques. 

125.  Si  l'on  considère  les  traces  des  (piadricpies  d'un  fais- 
ceau ponctuel  sur  un  plan  tangent  ;i  l'un  des  cônes  de  ce  fais- 
ceau, on  a  évidemment  des  coiii(|ues  bitangentes;  car  I  uik.' 
d'elles,  intersection  du  plan  et  du  cône  considérés,  se  com- 
|)ose  d'une  droite  double. 

liéciproquement,  pour  qu'un  plan  coupe  les  (jiiadriciues 
d'un  faisceau  ponctuel  suivant  des  coni(|ues  bitangentes,  il 
faut  que  l'une  de  ces  coniques  se  compose  d'une  droite 
double,  et,  par  suite,  que  l'une  des  quadriques  du  faisceau 
tangentes  au  plan  considéré  soit  un  cône. 

Corrélativement,  étant  donné  un  faisceau  langenliel  de 
cpiadriques,  si  l'on  considère  un  point  d'une  des  coniques  de 
ce  faisceau,  les  cônes  circonscrits  aux  quadriques  et  issus  de 
ce  point  sont  bitangents,  et  réciprofpienieMl. 

Considérons  en  particulier  une  famille  de  quadriques  ho- 
mofocales,  c'est-à-dire  un  faisceau  tangentiel  déterminé  par 
une  quadrique  quelconque  Q  et  le  cercle  de  l'infini.  Le  plan 
de  l'infini  est  donc  alors  une  des  faces  du  tétraèdre  conjugué 
à  la  fois  à  ces  quadriques,  el  les  trois  sommets  de  celte  face 
devant  formei-un  triangle  conjugué  à  la  fois  à  Q  et  au  cercle 
de  l'infini   sont  les  points  à   l'infini  des  axes  de  Q  (n"  112). 


(  ')  PoxCELET,  Mémoire  sur  les  polaires  réciproques  {Journ.  de  Crelle,  1829). 
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Ainsi  : 

Les  quadvKjacs  cV une  famille  homofocale  ont  les  mêmes 
axes. 

Outre  le  cercle  de  l'infini,  celte  famille  comprend  trois  co- 
niques situées  dans  les  trois  plans  principaux.  On  les  nomme 
les  focales  des  quadriques  considérées,  et  tout  point  de  ces 
courbes  est  désigné  sous  le  nom  de/orer  ('). 

D'après  la  remarque  faite  au  début  de  ce  paragraphe,  on 
voit  que  les  cônes  circonscrits  aux  quadriques  et  issus  d'un 
foyer  sont  bilangents  enlre  eux.  Ils  sont  donc,  en  particulier, 
bilangents  au  cône  issu  de  ce  foyer  et  passant  parle  cercle  de 
l'infini;  ces  cônes  sont  donc  de  révolution.  On  peut  encore 
dire  que  le  cône  isotrope  issu  d'un  foyer  est  bitangent  à  toutes 
les  quadriques  considérées.  On  voit  donc  que  : 

Les  focales  cV une  quadrique  sont  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  isotropes  bilangents  à  cette  surface,  ou  encore  le  lieu 
des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  lui  sont  circonscrits. 

On  voit  en  particulier  que  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  qui  passent  par  chaque  focale  se  compose  des 
deux  autres  (-). 

Dans  le  cas  où  la  quadrique  est  de  révolution,  c'est-à-dire 
bitangente  au  cercle  de  l'infini,  elle  n'admet  qu'une  focale, 
intersection  des  deux  cônes  isotropes  circonscrits  à  cette 
quadrique.  Les  sommets  de  ces  cônes  sont  nommés  les /ojer^- 
principaux  de  la  quadrique  :  ce  sont  évidemment  les  foyers 
de  la  méridienne  situés  sur  l'axe  de  révolution. 

126.  On  peut  étendre  aux  quadriques  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  coniques. 

Par  exemple,  toutes  les  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel 


(')  Les  foyers  des  quadriques  ont  été  considérés  pour  la  première  fois  par 
CiiASLES  {Aperçu  h!storii/ue,  Note  XXXI).  Les  focales  avaient  déjà  été  obte- 
nues par  Steiner  {Journal  de  Crelle,  1820)  comme  le  lieu  des  sommets  des- 
cônes  de  révolution  circonscrits. 

(-)  Les  propriétés  des  foyers  d'une  coni(iue  situés  dans  l'espace  sont  dues  à 
Ch.  Dupin  {Corresp.  sur  l'Ecole  Polytechnique,   180^). 
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flétenniiiciit  éviiliMiinienl  un*'  iiivolutinn  >\iv  (un-  ilroiic  qiit-l- 
<'on(|ue.  I.«'s  points  dduhlt's  de  celte  iiivuliiliun  sont  conju- 
gués à  la  fi)is  à  t(nites  ces  quadi-Kiiies,  et  l'un  voit  ainsi  (pie, 
si  deux  points  sont  conjujrtiés  en  même  temps  à  d(Mix  des 
quadritpM's  d'un  laiscean  ponctuel,  ils  le  sont  à  toutes.  Au- 
trement dit  : 

Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  rclali\'cment  aux  tjita- 
clri(jues  d' un  faisceau  ponctuel  passent  par  une  même  droite. 

Corrélativomenl  : 

Les  pôles  d'un  même  plan  par  rapport  aux  quadriijues 
d'un  faisceau  tan gentiel  sont  en  ligne  droite. 

Cette  droite  conlienl  en  parliciilicr  l'es  [xjles  {\\\  ]ilan  consi- 
déré par  rapport  aux  (jualre  conicpies  appartenant  au  fais- 
ceau. En  particulier,  si  l'on  considère  des  coni(|ues  liomofo- 
cales,  le  lieu  des  |iùles  du  plan  lixe  contienl  le  |)ôle  de  ce 
I)lan  par  rapport  au  cercle  de  l'infini;  aulremenl  dit  : 

Le  lieu  des  pôles  d' un  plan  par  rapport  aux  iiuadrbjues 
d'un  système  homofocal  est  une  droite  normale  à  ce  plan. 

Enfin,  si  le  plan  qu'on  considère  est  le  plan  de  l'inlini,  on 
voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriqaes  d' un  faisceau  tangentiel 
est  une  droite  qui  passe  par  les  centres  des  quatre  coniques 
de  ce  faisceau. 

127.  On  dit  que  les  quadriques  qui  passent  par  sept  points 
forment  un  reseau  ponctuel.  Nous  avons  déjà  vu  (n"  IIV)  (pie 
ces  quadriques  passent  par  un  liuilième  point  fixe,  qui  peut 
se  déduire  des  sept  points  donnés.  On  peut  évidemment  dé- 
terminer une  quadrique  du  réseau  par  la  donnée  de  deux 
autres  points  arbitraires. 

Lorsque  quatre  (juadriques  appartiennent  à  un  même  ré- 
seau ponctuel,  la  biquadratique  commune  à  deux  d'entre 
elles  et  la  biquadratique  commune  aux  deux  autres  sont  sur 
une  même  quadrique,  et  réciproquement. 
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Considérons,  en  effet,  la  quadrique  du  réseau  qui  passe 
jiar  deux  points  arbitrairement  choisis  sur  les  deux  l)iquadra- 
tiques  en  question  :  elle  contient  évidemment  ces  deux 
courbes,  puisqu'elle  passe  par  neuf  points  de  chacune  d'elles. 
Réciproquement,  si  deux  biquadratiques  gauches  sont  sur 
une  même  quadrique,  elles  se  coupent  évidemment  en  huit 
points  communs  à  la  quadrique  considérée  et  à  toutes  les 
quadriques  qui  passent  par  l'une  ou  l'autre  des  biquadra- 
tiques. 

128.  Il  résulte  de  ce  théorème  que  : 

Si  deux  points  a  et  b  sont  conjugués  à  la  fois  à  trois  qua- 
driques Qi,  Q2  et  Q3  d'un  réseau  ponctuel,  ils  le  sont  à  toutes 
les  quadriques  de  ce  réseau. 

Soit,  en  effet,  Q4  une  quadrique  quelconque  du  réseau  : 
d'après  le  théorème  précédent,  il  existe  une  quadrique  Q 
appartenant  à  la  fois  aux  deux  faisceaux  ponctuels  (Q,,  Q,)  et 
(Qsj  Qi)-  Les  points  a  et  b  conjugués  à  Q,  et  Q^  le  sont  donc 
(  n°  126)  à  Q;  et  puisqu'ils  sont  conjugués  à  la  fois  à  Q  et  à 
Q3,  ils  le  sont  aussi  à  Qv-  On  en  déduit  que  : 

Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  relativement  aux  qua- 
driques d'un  réseau  ponctuel  passent  par  un  même  point. 

Corrélativement  : 

Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  qua- 
driques d'un  réseau  tangentiel  est  un  plan. 

En  particulier  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  d' un  réseau  tangentiel 
est  un  plan  ('). 

129.  Le  théorème  du  n°  127  a  des  applications  intéres- 
santes. On  en  déduit  immédiatement  que  : 

Si  quatre  quadriques  sont  telles  que  la  biquadratique  com- 


(  '  )  Gergonne,  Annales  de  Mathématiques,  T.  XVII,  p.  200. 
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in  une  à  deux  d'entre  elles  et  la  hifiuadralit/ue  commune  aux 
deux  autres  soient  sur  une  même  f/uadrtt/uc,  tien  est  de  même 
i/uelle  f/ue  suit  lu  manière  de  grouper  deux  à  deux  ces  tjuatre 
sur/aces  (' ). 

Su[)|)Osons,  par  exemple,  (inc  dctix  des  (iiiadriqnop  consi- 
dérées se  conii)oseiil  chacune  de  doux  plans.  On  vuil  alors 
que  : 

Si  deux  quadriijucs  (J,  et  Q,  sont  hitani^entes  à  une  troi- 
sième Q,  les  j)lans  des  coniques  suivant  lesquelles  Q  coupe  Q, 
et  Qî  étant  respectivement  Ai  et  M,,  A,  et  M.,,  il  existe  uni- 
ifuadrique  hitangente  à  Q,  et  Q^,  et  passant  par  les  coniques 
d'intersection  de  Q,  par  les  plans  A,  et  IJ,»  d  de  Q^par  les 
plans  A,  et  IJ,. 

130.  En  considérant  les  sections  par  un  même  plan  dos 
([uatio  cpiadriques  envisagées  dans  le  théorème  g:énéral  du 
paragrai)h('  précédent,  on  obtient  un  Ihéorème  analogue  de 
Géométrie  plane  : 

Si  quatre  coniques  sont  telles  qu'il  existe  une  conique  pas- 
sant par  les  points  communs  à  deux  d'entre  elles  et  par  les 
points  communs  aux  deux  autres,  il  en  est  de  même  quelle 
que  soit  la  manière  de  grouper  ces  coniques. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  deux  des  cpuitre  co- 
niques considérées  se  composent  de  droites  doubles  :  nous 
avons  alors  la  propriété  suivante  : 

Si  deux  coniques  C  et  C  sont  bitangentesà  une  troisièmeV, 
les  cordes  de  contact  étant  respectivement  I)  etD' ,  il  existe  une 
conique  F'  hitangente  à  Ça  et  à  C,  les  cordes  de  contact  étant 
respectivement  D'  et  I). 

131.  Aux  propriétés  des  numéros  précédents  correspon- 
dent évidemment  des  propriétés  corrélatives.  Occupons-nous 
d'abord  des  propriétés  relatives  aux  coniques. 


(  '  )  CnASLES,  Comptes  rendus,  1860. 
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On  voit  que  : 

Si  quatre  coniques  sont  telles  que  le  faisceau  tangentiel  dé- 
terminé par  deux  d'entre  elles  et  le  faisceau  tangentiel  déter- 
miné par  les  deux  autres  admettent  une  conique  commune,  il 
en  est  de  même  quelle  que  soit  la  manière  de  grouper  deux  à 
deux  ces  coniques. 

Si  l'on  suppose  que  l'une  des  coniques  considérées  soit 
formée  par  les  points  cycliques,  on  voit  ainsi  que  : 

Si  trois  coniques  sont  telles  que  l' une  d'elle;  soit  homofocale 
à  une  conique  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  les  deux 
autres,  il  en  est  de  même  de  chacune  d'elles. 

Autrement  dit,  Ci,  C2  et  C  étant  trois  coniques  d'un  même 
faisceau  tangentiel  et  Cj  une  conique  homofocale  à  C2,  il 
existe  une  conique  C  homofocale  à  C  et  appartenant  au  fais- 
ceau tangentiel  (C,,  C'^);  par  suite,  le  lieu  des  foyers  des  co- 
niques du  faisceau  tangentiel  (Ci,  Cj  )  coïncide  avec  celui  des 
coniques  du  faisceau  (Cj,  C2).  D'ailleurs  les  omhilics  com- 
muns aux  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  sont  évidemment 
les  foyers  des  coniques  du  faisceau  formées  de  deux  points. 
De  l'ensemble  de  ces  remarques  il  résulte  que  : 

Si  l'on  considère  l'ensemble  des  coniques  homofocales  aux 
coniques  d'un  faisceau  tangentiel^  tous  les  faisceaux  tan- 
gentiels  déterminés  par  deux  d'entre  elles  ne  comprennent 
que  des  coniques  de  cet  ensemble.  Leurs  foyers  coïncident 
avec  les  ombilics  qu  elles  admettent  deux  à  deux.  Leur  lieu 
coïncide,  par  exemple,  avec  celui  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  menées  à  ces  coniques  par  les  foyers  de  l'une 
d'elles. 

Si  l'on  considère,  en  particulier,  un  faisceau  tangentiel 
formé  de  coniques  bitangentes  entre  elles,  le  pôle  w  de  la 
corde  de  contact  est  un  point  double  qui  constitue  une  co- 
nique du  faisceau;  les  coniques  homofocales  à  cette  dernière 
sont  évidemment  les  cercles  de  centre  w.  Ainsi  : 

Si  deux  coniques  sont  homofocales  à  deux  coniques  bilan- 
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.:,'t'«/('.v.    Irais    tan^'cntcs  cuniintiurs   smit  rirconscritm  à   un 
incnic  crrclc. 

Le  lieu  (les  lux  ers  «les  coiiiciiios  du  faisceau  roiucitli'  alois 
avec  c<'lui  îles  |ioiuis  de  conlari  dos  tanjrentes  inené(>s  de  w 
;ni\  coniciues  ImiMofocales  à  Vwwv  dos  coni(|ues  <lu  faiscisui; 
si  (',,  el  Cj  désipriierit  deux  de  ces  •■niii(|ues,  les  loyers  de  C, 
sont  donc  les  points  de  coulael  di-^  liuiLrciilcs  menées  de  ',»  à 
une  coniciuc  iKunolocale  à  (!,.  On  voit  ainsi  (|ne  : 

Quand  ih'u.r  ronif/ucs  sont  bilan i^^rnlrs.  les  foyers  de  l'un*- 
sont  sur  une  conit/nc  honiofocalc  u  Idiilri'.  rt  lis  tangentes  à 
cette  eonii/ui-  menées  en  ces  /toints  passent  ftar  le  pille  ilr  In 
corde  de  eoninet . 

I*ar  >iiiti'  : 

Le  lien  du  second  forer  des  coniques  admettant  un  foyer  F 
et  bitanî^^entes  à  une  coni(jue  donnée  P  se  eonii>ose  des  deii.r 
coniques  honwfocales  à  F  qui  passent  par  V .  Les  tangentes 
en  F  à  ces  coniques  constituent  d'ailleurs  Ir  lieu  du  pôle  de  la 
corde  de  contact. 

Les  foyers  d'une  coni(|ne  hitanjionli^  à  une  conif|ue  F  étani 
d'ailleurs,  d'après  ce  {|ui  précède,  doux  oudjilics  o()posés  de  F 
et  d'ini  cercle,  on  peut  encore  dire  (|ue  : 

Si  ion  considère  les  cercles  tangents  auj-  deux  tangentes 
menées  à  une  conique  F  par  un  point  F,  le  point  d'intersection 
(les  deu.r  autres  tangentes  communes  à  chacun  de  ces  cercles 
et  àY  a  pour  lieu  les  deux  coniques  homofocales  à  F  qui  passent 
par  F. 

132.  En  examinant  de  même  le  lliéorèmc  corrélatif  de 
celui  du  n"  129,  et  en  sup|>osanl  (|tie  l'une  des  quadricpies 
considérées  soit  le  cercle  de  l'inlini,  on  obtient  des  théo- 
rèmes analogues  aux  précédents.  Par  exemple  : 

Si  ion  considère   l'ensemble  des  quadriques  homofocales 
aux  quadriques  d'un  faisceau  tangentiel,  tous  les  faisceaux 
tangentiels  déterminés  par  deux  d'entre  elles  ne  comprennent 
D.  7 


98  CIIAP.    V.     —    PRINCIPALES    PROPRIÉ^S    DES    QUAURIQUES. 

(jue  des  quadriques  de  cet  ensemble.  Leurs  focales  coïncident 
avec  les  coniques  appartenant  à  ces  faisceaux  tangentiels. 

On  peut  d'ailleurs  appliquer  directement  le  théorème  cor- 
rélatif général.  Soient  par  exemple  Qi  et  Q2  deux  quadriques 
circonscrites  l'une  à  l'autre,  oj  le  sommet  du  cône  circonscrit 
commun  et  cp,  une  des  focales  de  Qi.  Cette  dernière  qua- 
drique  appartient  au  faisceau  langentiel  déterminé  par  la 
conique  91  et  le  cercle  de  l'infini  T;  elle  appartient  aussi  au 
faisceau  tangentiel  déterminé  par  Q,  et  par  la  quadrique 
constituée  par  le  point  double  oj.  Il  existe  donc  une  quadrique 
commune  aux  faisceaux  tangentiels  (F,  Q,)  t^t  (?i>  «)•  Autre- 
ment dit  : 

Quand  deux  quadriques  sont  inscrites  l'une  à  l'autre,  toute 
focale  de  l'une  est  sur  une  quadrique  homofocale  à  l'autre,  et 
le  pôle  du  plan  de  cette  focale  par  rapport  à  cette  quadrique 
coïncide  avec  le  pôle  du  plan  de  contact  des  deux  quadriques 
données. 

L'une  des  quadriques  considérées  dans  ce  dernier  théo- 
rème peut  d'ailleurs  être  constituée  par  une  conique  située 
sur  l'autre  quadrique.  On  voit  ainsi  que  : 

Par  une  focale  d' une  quadrique  Q  passe  une  quadrique 
admettant  pour  focale  une  section  de  O  par  un  plan  quel- 
conque. 

Considérons  encore  une  quadrique  de  révolution  bitangeiite 
à  une  quadrique  Q;  soient  F  et  F'  ses  foyers  principaux  ei 
soient  S  et  S'  les  sommets  des  cônes  circonscrits  à  la  fois  à 
cette  quadrique  et  à  Q.  La  quadrique  Q,  le  couple  des  points  S 
et  S',  celui  des  points  F  et  F'  et  l'ombilicale  sont  quatre  sur- 
faces d'un  même  réseau  tangentiel,  car  la  quadrique  de  révo- 
lution considérée  appartient  évidemment  au  faisceau  langen- 
tiel déterminé  par  les  deux  premières  et  au  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  les  deux  dernières.  Il  existe  donc  une  qua- 
drique tangente  aux  plans  tangents  communs  à  Q  et  à  l'om- 
bilicale, c'est-à-dire  homofocale  à  Q,  et  tangente  en  même 
temps  aux  plans  tangents  communs  aux  surfaces  formées  par 
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les  deux  n>ii|il<'s  de   points  coiisidt'rés,  (•csl-à-diro  passant 
par  le  (pi;idiilal»'rc  frauclic  FSF'S'.  Dcinc  : 

Si  l'on  considère  If.t  tiitadriqurs  de  ré\'idutinn  hilnns;cnlc<i 
à  une  (/naf/ri'/tir/i.ir  O  rt  ayant  un  foyrr  /ninri/ial  donne  V, 
le  lieu  du  srionil  fiiycr  princificd  sr  cnm/insc  t/rs  trois  fjua- 
drujut-s  /mntn/ncatrs  à  i),  ijui  fiassent  par  V .  Les  fivnératriccs 
de  ces  surfaces  <jui  passent  par  ¥  constituent  le  lieu  des 
sommets  S  et  S'  des  cônes  circonscrits  à  la  fois  à  i)  et  aux 
(juadrifjues  de  révolution  considérées. 

\'.V.].  Nous  avons  vu  prôcrdemmc^nt  (n"  120)  rpio  les  pl;ins 
polaires  d'un  point  ///  par  l'appoct  aux  (piadriqucs  d'un  fais- 
ceau ponctuel  passent  par  une  niènic  droite  A.  Pioposous- 
nous  de  chercher  le  lien  de  cette  droite  quand  le  point  m  dé- 
crit une  droite  I). 

Soient  Qi  et  Q.,  deux  des  quadri(iues  considérées  :  les  plans 
polaires  du  point  />>  relatifs  à  ces  surfaces  passent  par  les 
droites  I),  et  \).,,  conjuguées  de  I)  par  rapport  à  ces  qua- 
dri(pies.  D'ailleurs  à  tout  |)lan  polaire  issu  de  1),  ne  corres- 
j)ond  qu'un  pùle  m  sur  J),  et,  par  suite,  ([u'un  plan  polaire 
issu  de  Dj,  et  récipro(piement.  Ces  plans  polaires  engendrent 
donc  deux  faisceaux  homographiques  d'arêtes  1),  et  Dj.  Leur 
intersection  engendre  donc  une  ([uadricpie  passant  par  1), 
et  ])>.  Lorsque  le  point  m  se  trouve  sur  une  des  faces  du  té- 
traèdre conjugué  commun  à  Q  et  à  Q',  la  droite  A  passe  évi- 
demment par  le  sommet  opposé  de  ce  tétraèdre.  La  qua- 
dricpie  engendrée  par  A  est  donc  circonscrite  à  ce  tétraèdre^ 
quelle  (|ue  soit  D.  (]ette  quadrique  qui  passe  par  la  droite  I), 
conjuguée  de  D  par  rapport  à  l'une  quelconque  Q,  des  qua- 
driques  du  faisceau  ponctuel,  coïncide  donc  aussi  avec  le  lieu 
de  ces  droites.  Ainsi  : 

Les  droites  conjuguées  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux 
quadritjues  d' un  faisceau  ponctuel  sont  les  génératrices  d'un 
même  système  d'une  quadrique  circonscrite  au  tétraèdre  con- 
jugué commun  aux  quadriques  du  faisceau. 

Corrélativement  : 

Les  droites  conjuguées  d' une  droite  fixe  par  rapport  aux 
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quadriqiies  d'un  faisceau  tangentlel  engendrent  une  qua- 
drique  inscrite  au  tétraèdre  conjugué  commun  aux  qua- 
driqucs  du  faisceau. 

134.  Proposons-nous  mainlenanl  de  chercher  le  lieu  des 
pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  quadriques  d'un  faisceau 
ponctuel. 

Soient  a,  b,  c  trois  points  du  plan  considéré,  A,  B  et  C 
leurs  plans  polaires  par  rapport  à  l'une  des  quadriques  du 
faisceau.  Quand  cette  quadrique  varie,  les  plans  A,  B  et  C, 
qui  pivotent  autour  de  droites  fixes  (n°  126),  engendrent  trois 
faisceaux  homographiques.  Leur  point  commun  décrit 
donc  (n°  4i)  une  cubique  gauche.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  pôles  d' un  plan  fixe  par  rapport  aux  qua- 
driques d' un  faisceau  ponctuel  est  une  cubique  gauche. 

Si  le  plan  fixe  est  le  plan  de  l'infini,  on  voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  est 
une  cubicj[ue  gauche. 

Cette  cubique  passe  évidemment  par  les  sommets  des  cônes 
du  faisceau  et  ses  points  à  l'infini  sont  ceux  où  les  parabo- 
loïdes  du  faisceau  touchent  le  plan  de  l'infini. 

135.  Si  le  faisceau  considéré  comprend  une  sphère,  ces 
points  de  contact  déterminent  un  triangle  conjugué  au  cercle 
de  l'infini  (119).  Autrement  dit,  les  directions  asymptotiques 
de  la  cubique  gauche  sont  rectangulaires  :  on  dit  alors  qu'elle 
est  équilatère.  Ses  asymptotes  sont  d'ailleurs  parallèles  aux 
axes  de  toutes  les  quadriques  du  faisceau. 

Tout  point  m  de  cette  cubique  étant  le  centre  d'une  des 
quadriques  du  faisceau,  la  droite  commune  aux  plans  polaires 
de  ce  point  par  rapport  à  ces  quadriques  est  nécessairement 
dans  le  plan  de  l'infini.  Par  exemple,  le  plan  polaire  de  m 
par  rapporta  la  sphère  oj  du  faisceau  est  parallèle  au  plan  tan- 
gent en  m  à  la  quadrique  Q  du  faisceau  qui  passe  par  ce 
point;  or  la  droite  wm  est  normale  au  premier  de  ces  plans; 
elle  est  donc  normale  en  m  à  la  quadrique  Q.  Ainsi  : 

J^e  lieu  des  centres  des  quadriques  qui  passent  par  l'inter- 
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section  d'une  sjtlurc  i-t  </  iinr  t^uadrii/nr  r\(  iific  cnhif/m-  ctfni- 
iali'/c,  dont  1rs  nsy/n/>t<t(r.s  sont  /mnittrlrs  nn.r  a.rfs  de  ces 
t/uat/rir/iies.  Celte  eoiirhe  est  en  même  tenijts  le  lieu  des  jtieds 
ries  normales  menées  l'i  ees  t/utidrii/ues  fine  tr  irntre  ilr  lu 
sphère. 

(iclte  ciiliiqiio  coupe  en  six  poinl"^  cliai'iiiic  <l<'s  (piiKlriqncs 
<lii  iaisceaii  ;  par  suite  : 

//////  junnt  ijuelconque  '•)  ttn  peut  mener  à  une  ijundri/iue  Q 
si.v  normales.  Leurs  pieds,  le  point  o»  el  le  eentre  de  O  sont 
sur  une  même  cuhit/ue  ètiuilatère  dnnt  les  asymptotes  sont 
parallèles  au.v  axes  de  Q. 

Lf  cône  (le  somnu'l  w  (|ui  passe  par  celle  cubique  élan! 
évidcmnienl  du  second  de;,'ré,  on  voil  ainsi  ipie  : 

Les  si.r  normales  menées  d' un  point  à  une  tjuadrique  sont 
sur  un  même  cône  du  second  degré,  dont  trois  génératrices 
sont  parallèles  au.r  axes  de  la  quadrique  et  qui  passe  par  le 
centre  de  celle-ci  ('  ). 


Quadriques   harmoniquement  circonscrites  et  inscrites. 

136.  On  peut  étendre  au\  quadriques  un  cerlain  nond)re 
de  propriétés  démontrées  dans  le  Chapitre  V  sur  les  coniques 
liarnioniquement  circonscrites. 

On  dira  de  même  qu'une  quadrique  circonscrite  à  un  té- 
traèdre conjufïué  à  une  seconde  ((uadrique  est  harmonique- 
ment circonscrite  à  cette  surface. 

Lorsqu'il  existe  un  tétraèdre  inscrit  à  une  quadrique  Q  et 
conjugué  à  une  quadrique  Q',  tout  point  de  Q  est  un  sommet 
d'une  infinité  de  tétraèdres  analogues. 

Soit,  en  effet,  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  tétraèdre 
abcd  conjugué  à  une  quadrique  Q'.  Soient  a  un  point  quel- 
conque de  Q  et  [3  un  des  deux  points  oi\  le  plan  polaire  de  a 
par  rapport  à  Q'  coupe  la  conique  d'intersection  de  Q  par  le 

(')  CuASLES,  Journal  de  Matliénialiques ;  i838. 
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plan  bcd.  Cette  conique  étant  harmoniqacment  circonscrite 
à  Q',  [3  est  un  sommet  d'un  triangle  ^mn  inscrit  à  cette  co- 
nique et  conjugué  à  Q'.  Le  tétraèdre  ^mna  est  donc  conju- 
gué à  Q'.  La  section  de  Q  par  le  plan  mna  est  donc  une  co- 
nique harmoniquement  circonscrite  à  Q'  :  or  cette  conique 
passe  par  le  point  a,  car  le  plan  mna  est  le  plan  polaire  du 
point  (3,  point  qui  est  dans  le  plan  polaire  du  point  oc.  Le 
point  a  est  donc  un  sommet  d'un  triangle  ayô  inscrit  à  cette 
conique  et  conjugué  à  Q'.  On  voit  donc  enfin  qu'il  existe  un 
tétraèdre  a(3yô  conjugué  à  Q'  et  inscrit  à  Q,  admettant  pour 
sommet  un  point  quelconque,  a,  de  cette  dernière  surface. 

137.  De  même  que  deux  coniques  (85),  deuxquadriques  Q, 
et  Q,  peuvent  être  transformées  l'une  en  l'autre  par  polaires 
réciproques. 

On  peut,  en  effet,  transformer  homographiquement  ces 
quadriques  en  quadriques  coaxiales,  en  faisant  correspondre 
à  trois  des  sommets  de  leur  tétraèdre  conjugué  commun  les 
points  à  l'infini  de  trois  directions  rectangulaires. 

Ceci  posé,  Qi  et  0-2  étant  deux  quadriques  coaxiales,  consi- 
dérons une  quadrique  coaxiale  Q,  qui  soit  telle  que  le  carré 
de  la  longueur  de  chacun  de  ses  axes  soit  moyen  propor- 
tionnel entre  les  carrés  des  longueurs  des  axes  correspondants 
de  Qi  et  deQa;  Qi  et  Qa  sont  évidemment  polaires  réciproques 
par  rapport  à  Q.  Il  existe  d'ailleurs  huit  quadriques  Q  qui  ré- 
pondent aux  conditions  précédentes,  les  carrés  de  leurs  axes 
ayant  pour  valeurs  ±«a',  ±hh'  et  ±cc',  en  désignant  par  «, 
h  et  c,  a' ,  h'  et  c'  les  longueurs,  réelles  ou  imaginaires,  des 
axes  de  Qi  et  de  Qo.  Donc  : 

On  peut,  en  général,  de  huit  manières  différentes,  faire  se 
correspondre  par  polaires  réciproques  deux  quadriques  don- 
nées. 

Si  Qi  est  harmoniquement  circonscrite  à  Q2,  les  tétraèdres 
inscrits  à  Qi  et  conjugués  à  Q2  se  transforment  ainsi  en  té- 
traèdres circonscrits  à  Q2  et  conjugués  à  Qj.  Ainsi  donc  : 

Une  quadrique  Qi  harmoniquement  circonscrite  à  une  qua- 
drique Q2  peut  être  considérée  soit  comme  circonscrite  à  une 
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in Jtnitr  de  ttUrart/trs  co/iju^'urs  à  Qj,  \nit  cummc  conjuguer 
à  iiiir  in Ji  ni  té  de  Irircii'dres  circonscrits  à  (),. 

138.  Sdicnl  <i/k(/  fl  x:j-/'j  deux  Iclrardies  ((iiiiiii^iics  a  uiu' 
mrine  (Hia(lri(|iio  O'.  (loMsidcMoiis  uiir  (iiielcoiuinc  i)  dos 
qiiadi  i(|iu's  qui  passent  par  les  se[)t  [)oiiilsr/,  A,  c,  t/,  3,  ■/,  ô.  (j-l  tr 
(piadi'iqiie  étant  liarin(ini(|ueniont  liKonsciile  à  O',  le  idaii 
polaiie  xyo  de  ,5  par  iap|)()i  I  à  ()'  coupe  (J  et  O'  snivani  des 
coni(|ues  C  et  C  telles  (|ne  (1  est  liaiinoni(|nemenl  circon- 
scrilr  à  (]'.  La  polaire  xo  de  y  par  rapport  à  (7  coupe  donc  C  en 
den\  points  conjiiiriiés  à  iV  :  i'mi  de  ces  points  étant  o,  l'antre 
est  donc  a.  La  conii|ue  C  et,  |)ar  suite,  la  (piadiiqiie  (J  passent 
donc  par  a.  D'où  le  théorème  suivant  dû  à  llesse('): 

Lorsf/uc  (Icii.r  tcliordrcs  sont  conjitii^aés  à  une  nicnic  rjiia- 
druiue,  leurs  huit  sommets  sont  les  points  communs  au.r  (jua- 
driijues  d'un  réseau  ponctuel.  Autrement  dit,  toute  quadri<jue 
qui  passe  par  sept  de  ces  points  passe  pctr  le  huitième. 

130.  Ktanl  donnés  un  tétraèdre  àbcd  et  un  Irianyle  [3yo,  il 
existe  toujours  une  quadrique  Q'  conjuguée  à  ce  tétraèdre  et 
à  ce  triangle,  celte  quadrique  étant  ainsi  assujettie  à  neuf 
conditions  linéaires.  D'après  ce  qui  précède,  le  pôle  a  du 
plan  3/0  relativement  à  Q'  est  le  huitième  point  commun  aux 
quadriques  qui  passent  par  les  sept  points  a,  b,  c,  d,  3,  y,  o. 
Les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  abcd  coupent  le  plan  P  du 
triangle  (3yô  en  des  points  conjugués  à  la  conique  d'intersec- 
tion (]  de  Q'  par  ce  plan  :  soient  p  et  7  ceux  de  ces  points 
qui  se  trouvent  sur  ac  et  bd,  eim  le  |)oint  où  l'arête  ab  perce 
le  plan  P.  Toutes  les  coniques  conjuguées  au  triangle  [3yô  et 
aux  deux  i)oints  p  et  r/  formant  évidemment  un  faisceau 
ponctuel,  les  polaires  d'un  point  (|uelconque  /n  de  leur  |)lan 
passent  par  un  point  fixe  m'  :  on  peut  le  construire  en  remar- 
quanl(n"81)  que  les  six  droites  qui  joignent  (3  aux  points  y 
et  ô,  p  et  g,  m  et  ni',  sont  en  involulion  :  on  aura  donc  aisé- 
ment le  point  m'  par  l'intersection  des  droites  (3  m' et  y  m',  par 
exemple.  Les  points  m  et  m'  étant  conjugués  à  la  quadrique 


(')  Journal  de. Crelle,  iS/p,  p.  147. 
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{}',  le  plan  m'cd  est  doue,  relativement  à  celte  surface,,  le 
plan  polaire  du  point /??;  il  passe  donc  parle  pôle  a  du  plan  P, 
point  dont  on  peut  achever  la  détermination  en  construisant 
de  même  les  plans  abc  et  y.bd,  par  exemple  ('). 

Cette  construction  est  en  défaut  si  le  point  771'  est  sur  cd  : 
dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité  de  coniques  conjuguées  au 
triangle  [3yô  et  aux  trois  couples  de  points  où  le  plan  P  ren- 
contre les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  abcd;  il  existe  alors 
(n°  81)  une  conique  inscrite  à  la  fois  au  triangle  [3yô  et  au 
quadrilatère  déterminé  dans  le  plan  P  par  les  faces  du  tétra- 
èdre abcd. 

Il  en  résulte  que  les  deuxlrièdresa6c<^et  a'^yè,  par  exemple, 
sont  circonscrits  à  un  même  cône;  ils  sont,  par  suite  (n°  106), 
inscrits  à  un  même  cône.  II  en  est  de  même  des  trièdres  bacd 
et  b^yo.  Les  sept  points  considérés  sont  donc  situés  sur  deux 
cônes  qui  ont  en  commun  la  génératrice  ab  :  ils  sont  donc 
sur  une  même  cubique  gauche.  Le  point  a  est  alors  indéter- 
miné sur  cette  courbe. 

liO.  Soient  abcd  un  tétraèdre  conjugué  à  une  quadrique  Q 
et  P  le  plan  polaire  d'un  point  a  par  rapport  à  cette  surface, 
que  ce  plan  P  coupe  suivant  une  conique  C.  D'après  le  théo- 
rème du  n°  136,  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  les  cinq 
points  a,  b,  c,  d,  a  coupent  le  plan  P  suivant  des  coniques 
harmoniquement  circonscrites  à  C,  et,  réciproquement,  d'après 
le  n"  138,  toutes  les  quadriques  circonscrites  au  tétraèdre  abcd 
et  qui  coupent  le  plan  P  suivant  des  coniques  harmonique- 
ment circonscrites  à  C  passent  par  le  point  a.  Supposons,  en 
particulier,  que  Q  soit  une  sphère  de  centre  a;  la  conique  C 
devient  alors  le  cercle  de  l'infini,  et  le  tétraèdre  abcd  est  tel 
que  ses  hauteurs  concourent  en  a;  il  est  dit  orthocentriqae. 
D'autre  part,  les  quadriques  harmoniquement  circonscrites  au 


(  '  )  La  construction  du  huitième  point  commun  aux  quadriques  qui  passent  par 
sept  points  a  été  résolue  par  divers  auteui's,  parmi  lesquels  MM.  Hesse  {Journal 
de  Crelle,  t.  2fi  et  99),  Serret  et  Picquet  {Ihid.,  t.  73  et  99),  Zeuthen, 
lÎEYÉ  {Ib'uL,  t.  100),  ScHROTER,  Caspary,  ctc.  La  solution  pre'cédente  que 
j'avais  publiée  en  1892  dans  \a.  Bcfue  de  J/nch.  spéc.  revient  à  celle  de  Schroter 
{Journal  de  Crelle,  t.  99,  p.   i3i). 
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corcif  «le  rinliiii  doiii  les  cùiips  asymptotes  sont  é(|iiil;il("'r<^s 
(m"  10(5)  sont  dites  elles-mêmes  cf/inlr/tirrs.  On  \o\[  dune 
(]iic  : 

A<'.v  i/Uff(//  i>/fii:s  et/  ro/i.sc/itcs  à  iiii  Irlinrctn'  f)flh()crntrif/ii(' 
l'I  passant  [lar  son  (irt/incrntrr  son t rt/ui la tr/es,  cl ,  iêvii>rofjtit'- 
incnt,  tes  iittailrif/urs  v<jitila lèves  circonscrites  à  un  tétraèdre 
orlhocentri(jue  fiassent  futr  son  orthocenlre. 

\\\ .  \.\\\\\\  dniiiirs  riiKi  puiiits  <■/.  A,  r,  d ,  y.  el  un  pl.in  I*,  il 
existe  tdiijmir-  uni'  (piadricpie  unique  O  e()MJu};ii('('  au  té- 
trat'dre  abeil  v[  telle  (pie  le  point  y.  soit  le  pùle  du  plan  V  par 
ra|)|)orl  à  celte  fpiadrique,  qu'on  assujettit  en  eflet  ainsi  à 
neuf  conditions  linéaires.  Il  lésulle  donc  du  numéro  précé- 
dent (|ue  : 

Toutes  les  (juailri(/ues  ijtii  /tassent  par  einfj  points  coupent 
un  plan  tjueleonfjue  suiia/il  des  conic/ues  liarnionitjiienient 
circonscrites  à  une  conique  /i.re  F  (  '  ). 

Kn  particulier,  celles  (pii  sont  l'ormées  de  plans  coupent  le 
plan  considéré  suivant  des  droites  conjuguées  à  la  conique 
fixe.  On  en  déduit  immédiatement  que  : 

Le  plan  V  rencontre  la  droite  déterminée  par  deux  des 
points  et  le  plan  déterminé  par  les  deux  autres,  en  un  point 
et  suivant  une  droite  qui  sont  pâle  et  pmlaire  relativement 
à\.    ■ 

On  trouve  donc  iinméiliatement  les  dix  polaires  de  dix  points 
par  i'ai)port  à  T. 

V\'l.  Les  propriétés  précédentes  permettent  de  construire 
le  quatrième  point  où  une  biquadratique  gauche  définie  par 
huit  points  coupe  le  plan  P  de  trois  de  ces  points  (-). 

Soit,  en  eft'et,  T  la  conique  du  plan  P  à  laquelle  sont  har- 


(')  La  conique  Y  est  designée  par  M.  P.  Sicrket  {Géométrie  de  direction, 
iSfig,  ji.  67)  sous  le  nom  do  conique  conjuguée  au  fjentaffone  gauche  des  cinq 
points. 

(-)  Cette  consti'iu'lion  a  été  indiquée  par  M.  Picqukt  {Joui  mil  de  Crelle,  t.  99, 
i8S(i). 
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moniquement  circonscrites  toutes  les  quadriques  qui  passent 
par  les  cinq  des'points  donnés  extérieurs  au  plan  P.  Celles  de 
ces  quadriques  qui  passent  en  outre  par  les  trois  autres  points 
a,  b,  c  donnés  dans  le  plan  P  ont  un  quatrième  point  fixe 
dans  ce  plan,  celui  où  se  coupent  les  trois  droites  qui  joignent 
les  sommels  du  triangle  abc  aux  pôles  des  côtés  opposés  rela- 
tivement à  r  :  cette  construction  résulte  de  ce  que  (n°  102)  les 
coniques  harmoniquement  circonscrites  à  une  conique  fixe  qui 
passent  par  trois  points,  ont  un  quatrième  point  fixe  commun. 
On  construit  d'ailleurs  facilement  le  pôle  d'une  droite  par 
rapport  à  une  conique  qui,  comme  T,  est  déterminée  par  la 
condition  que  trois  droites  données  soient  les  polaires  de  trois 
points  donnés,  en  se  servant  de  la  propriété  énoncée  à  la  fin 
du  n°  10-2. 

Si,  en  outre  des  huit  points  précédents,  on  en  donne  un 
neuvième,  on  pourra  déterminer  de  même  un  cinquième  point 
de  la  section  par  le  plan  abc  de  la  quadrique  définie  par  les 
neuf  points  considérés. 

Ayant  ainsi  obtenu  une  conique  de  cette  quadrique,  il 
devient  facile  d'en  achever  la  construction  et  de  déterminer 
par  des  constructions  linéaires  le  second  point  oii  cette  sur- 
face rencontre  une  sécante  arbitraire  menée  par  un  des  points 
donnés. 

143.  Soit  a  un  point  commun  à  deux  quadriques  Q,  et  0» 
harmoniquement  circonscrites  à  une  quadrique  Q;  et  soit  A 
le  plan  polaire  de  a  par  rapport  à  Q.  Ce  plan  coupe,  par  hypo- 
thèse, Qi  et  Q,  suivant  des  coniques  Ci  et  C,  harmoniquement 
circonscrites  à  la  section  C  de  Q  par  ce  plan.  Toutes  les  qua- 
driques qui  passent  par  les  points  communs  à  Oi  et  à  Q, 
coupent  le  plan  A  suivant  des  coniques  qui  passent  par  les 
points  communs  à  Ci  et  à  Cg,  et  qui  sont,  par  suite  (n**  102), 
harmoniquement  circonscrites  à  C  :  toutes  ces  quadriques 
sont  donc  harmoniquement  circonscrites  à  Q.  Ainsi  : 

Quand  deux  quadriques  d' un  faisceau  ponctuel  sont  har- 
moniquement circonscrites  à  une  même  quadrique,  il  en  est 
de  même  de  toutes  les  quadriques  de  ce  faisceau. 

Si  les  quadriques  Oi  et  Qo  se  coupent  suivant  deux  coniques. 
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rcns(*ml)le  des  plans  (lo  ces  c<nii(|iu's  coiisliliic  une  qnadrirpio 
(lu  laisccau  :  ces  plans  sont  donc  conjiifrués  à  O.  Kn  parlicii- 
iiei",  si  O,  et  (Jj  sont  inscrites  l'une  à  l'antre,  le  plan  de  leni' 
courbe  de  cojitact  est  lanj,'ent  à  O. 

Si  Q,  et  Q;  sont  homothétiques,  le  plan  de  leni  <  onicpie 
connnune  située  à  distanc»*  Unie  passe  par  le  centre  de  Q.  Par 
exemple,  si  deux  s|)lières  sont  liarmoniquenicnl  circonscrites 
à  0,  leur  plan  radical  passe  par  le  centre  tie  celte  quadricpie; 
ce  poirjt  a  donc  même  puissance  par  rapport  à  toulos  les 
sphères  liarmoniqucmenl  circonscriles  à  O;  autremenl  dit, 
celles-ci  coupent  ortliouonalemenl  nue  sphère  fixe  S  concen- 
trique à  cette  quadrique. 

La  sphère  S  est  donc  le  lieu  des  centres  des  sphères  points, 
ou  cônes  isotropes,  harmouiqucment  circonscrits  à  Q,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  cir- 
conscrits à  Q  et  harmoniquemenl  inscrits  aux  cônes  Isotropes 
de  mêmes  sommets.  Autrement  dit,  les  cônes  circonscrits  à  Q 
issus  des  points  de  S  sont  inscriplibles  à  des  trièdres  trlrec- 
tanj^les,  ce  qui  montre  enfin  que  la  sphère  S  constitue  le  lieu 
des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  Q. 

En  résumé  : 

At'  lieu  des  sonimeLs  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à 
une  quadrique  est  une  sphère  concentrique,  qu'on  nomme  sa 
sphère  orlhoptique  ('). 

Les  sphères  harmoniquement  circonscrites  à  une  quadrique 
en  coupent  orthogonalement  la  sphère  orthoplique  (-). 

lii-.  La  sphère  orthoplique  d'une  quadrique  est  le  lieu  des 
|)oints  communs  à  trois  plans  tangents  menés  à  celle  qua- 
drique par  les  côtés  d'un  triangle  conjugué  au  cercle  de 
rintini;  par  une  transformation  homographique,  on  voit  donc 
que  : 

Si,  par  les  côtés  d' un  triangle  variable  conjugué  à  une  co- 
nique C,  on  mène  trois  plans  tangents  à  une  quadrique  Q,  le 
lieu  de  leur  point  commun  est  une  quadrique  qui  passe  par  C 


(')  Cette  généralisation  du  théorème  de  La  Ilire  (n"  80)  est  due  à  MoNGE. 
(-)   Théorème  de  Faure. 
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et  par  rapport  à  laquelle  le  plan  de  C  admet  le  même  pôle  que 
relativement  à  Q. 

Corrélativement  : 

L  enveloppe  des  plans  interceptés  sur  une  quadrique  Q  par 
les  arêtes  des  trièdres  conjugués  à  un  cane  S  est  une  qua- 
drique inscrite  au  cône  S,  et  par  rapport  à  laquelle  le  sommet 
de  S  admet  le  lytême  plan  polaire  que  par  rapport  ci  Q. 

Si  le  cône  S  est  isotrope,  on  voit  que  l'enveloppe  des  plans 
interceptés  sur  une  quadrique  par  les  arêtes  des  trièdres 
trirectangles  issus  d'un  même  point  est  une  quadrique  de 
révolution  admettant  ce  point  pour  foyer  principal.  Si  ce  point 
est  le  centre  de  la  quadrique,  l'enveloppe  est  donc  une  sphère 
concentrique. 

145.  De  même  que  les  sections  par  un  même  plan  des  qua- 
driques  d'un  faisceau  ponctuel  forment  un  faisceau  ponctuel 
de  coniques,  de  même,  les  cônes  issus  d'un  même  point  et 
circonscrits  aux  quadriques  d'un  faisceau  tangentiel  forment 
un  faisceau  tangentiel  de  cônes.  Si  deux  de  ces  cônes  sont 
harmoniquement  inscrits  à  un  même  cône,  ils  le  sont  donc 
tous. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  les  cônes  circonscrits  aux 
quadriques  d'un  faisceau  tangentiel,  et  issus  d'un  point  com- 
mun aux  sphères  orthoptiques  de  deux  quadriques  de  ce  fais- 
ceau, tous  ces  cônes  se  trouvent  être  harmoniquement  inscrits 
au  cône  isotrope  de  même  sommet;  ce  sommet  appartient 
donc  aux  sphères  orthoptiques  de  toutes  les  quadriques  du 
faisceau.  Par  suite  : 

Les  sphères  orthoptiques  des  quadriques  d'un  faisceau  tan- 
gentiel passent  par  un  même  cercle  ('). 

La  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle  en  son  centre  est 
évidemment  le  lieu  des  centres  des  quadriques  considérées 
(n°  126). 


(')   PiCQUET,  Bull,  de  la  Soc.  philom.,   p.   196-200:    i865. 
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Soioiil  niaiiitfiiiiiit  O,,  <Jj,  H,  cl  ij .  (|iiiiti('  (|ii;i(lri(|iK's  d'iiii 
mrine  n-srau  lan^eiiticl,  cl  (J  la  (|iia(liit|(ic  i\o  ce  rcsoau  (|ui 
(  d'apics  le  tlicorcnio  corrélatif  de  celui  du  n'  127)  apparlieiit 
à  la  l'ois  aii\  dcii\  faisceaux  tanjïentiels  délerminés  rospecli - 
vemeiii  par  les  couples  ^\^'  «piadiicpies  O,  el  Q,,  (Ja  et  Q;. 
Soient  Si,  Sj,  S,,  S4  el  S  les  sphères  orlhoplitpies  de  ces  qiia- 
dii(iucs.  D'après  le  llièorèine  précèdent,  les  deux  cercles 
«uMiiinims  aux  sphères  S,  et  S2  d'une  part,  S.,  el  S4  d'autre  pari, 
sont  situés  sur  la  sphère  S.  Ces  deux  cercles  ont  donc  deux 
poitits  communs,  ipii  appartiennent  à  la  l'ois  aux  sphères  S,, 
Sj,  S..,  el  Sj.  Par  suite  : 

Ac,v  s/i/irrc\  o/t/i(>/)lif/i/t's  (les  (jiiadriqucs  il' un  réseau  lan- 
ge nlicl  passent  par  deux  jxànts  fixes  ('  ). 

Le  [)lan  normal  au  segment  limité  par  ces  deux  points  en 
son  milieu  est  évidcmmeiil  le  lieu  des  centres  des  quadriques 
du  réseau  (  n"  |-28). 

IVO.  (]omme  on  a  déjà  pu  le  remarquer  à  diverses  reprises, 
certains  théorèmes  de  Géométrie  plane  sur  les  coniques  ont 
pour  analogues  dans  l'espace  des  théorèmes  de  deux  sortes  : 
les  uns  étant  relatifs  à  des  quadriques,  et  d'autres  à  des  cu- 
biques gauches. 

Aux  propriétés  des  coniques  harmonif|uement  circonscrites 
à  une  conique  correspondent,  par  exemple,  ainsi  rpie  nous 
venons  de  le  voir,  des  théorèmes  se  rapportant  aux  quadriques 
harmoniqucment  circonscrites  à  une  quadrique.  On  peut  aussi 
considérer  des  cubiques  gauches  harmoniquement  circon- 
scrites à  des  quatiriques. 

Si  une  cubique  gauche  passe  par  les  sommets  d'un  tétraèdre 
conjugué  à  une  quadrique,  elle  est  circonscrite  à  une  infinité 
de  tétraèdres  conjugués  à  cette  quadrique. 

Soit,  en  ell'et,  F  une  cubique  gauche  circonscrite  à  un  té- 
traèdre T  conjugué  à  une  quadrique  Q;  toutes  les  quadriques 
qui  contiennent  cette  cubique  sont  alors  harmoniquement 


(')   PiCQUKT.  Bdll.  de  la  Soc.  phUoni.,   p.   196-2)0:    1S6."). 
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circonscrites  à  Q  :  par  suite,  a  étant  un  point  quelconque  de 
r,  elles  coupent  le  plan  polaire  P  de  a  par  rapport  à  Q  sui- 
vant des  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  cette  qua- 
drique.  Or  ces  coniques  ne  sont  évidemment  assujetties  qu'à 
passer  par  les  trois  points  [3,  y  et  ô  où  le  plan  P  coupe  la 
cubique  F;  il  faut  donc  que  le  triangle  [3yô  soit  conjugué  à  la 
quadrique  Q. 

Réciproquement,  si  un  triangle  [3yo  inscrit  à  la  cubique  F 
est  conjugué  à  la  quadrique  Q,  le  pôle  a  du  plan  [3yô  par  rap- 
port à  Q  est  sur  la  cubique.  En  effet,  le  plan  polaire  de  (3  par 
rapport  à  Q  doit  couper  la  cubitiue  aux  sommets  d'un  triangle 
conjugué  à  Q,  et,  comme  y  et  â  sont  deux  de  ces  sommets,  le 
troisième  est  nécessairement  a. 

La  cubique  F  est  dite  harmoniquement  circonscrite  à  Q. 

Ii7.  Supposons  que  le  tétraèdre  T  soit  orlhocentrique  et 
que  la  quadrique  O  soit  la  spbère  D  conjuguée  à  ce  tétraèdre. 
D'après  ce  qui  précède,  toute  cubique  gaucbe  circonscrite  au 
tétraèdre  T  et  passant  par  le  centre  0  de  D  coupera  le  plan 
polaire  de  0  par  rapport  à  11,  c'est-à-dire  le  plan  de  l'infini, 
aux  trois  sommets  d'un  triangle  conjugué  à  l'ombilicale;  au- 
trement dit  : 

Les  cubiques  gauches  circonscrites  à  un  tétraèdre  orthocen- 
trique  et  passant  par  son  orthocentre  sont  équilatères. 

Réciproquement  : 

Toute  cubicjue  èquilatère  circonscrite  à  un  tétraèdre  ortho- 
centrique  passe  par  son  orthocentre. 
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.applications  des  transfornnitiinis  knitiogro pli iij lies  et  mrrelalives  :  118.  Pro- 
cédé de  généralisation.  —  149.  Généralisation  de  théorèmes  relatifs  à  des 
cercles.  —  150-152.  Autres  applications.  —  153.  Transformation  par  polaires 
réciproques  relativciiicnf  à  une  spJK're  ou  à  un  cercle.  —  154-155.  Applications. 

Représeutatioii  plane  ilc.s  </iui(lrii/iies  :  156-157.  Projection  d'une  i|uadri(iue  sur 
un  plan.  —  158-160.  Applications.  Tlicorènic  de  Prégier.  Analogie  entre  les 
neuf  points  communs  à  deux  cubiques  et  les  huit  points  communs  à  trois 
(piadriqucs. 

/nrersitiii  :  161.  Délinition.  —  16"2-1C3.  Surfaces  inverses.  Conservation  des 
angles.  —  164.  Inverses  de  ligures  inverses.  -  165.  Courbes  anallagmaliques. 
—  1G6.  Cycliques  planes.  —  167.  Transformation  anallagniali(|ue.  Cycli(iues 
homofocales.  —  168-169.  Cas  particuliers  de  décomimsition  des  cycliques.  — 
170.  Sections  planes  du  tore.  —  171.  Tangentes  à  une  splièrc  rencontrant 
deux  tangentes  fixes.  —  172.  Rapports  entre  les  transformations  par  inversion, 
par  podaires  et  par  polaires  réciproques. 

Transformations  fjuaJratic/iies  planes  :  173.  Transformation  quadratique.  — 
174-176.  Transformation  du  second  ordre.  —  177-180.  Cas  particulier.  Appli- 
cations. —  181.  Points  doubles  de  deux  transformations.  —  182.  Transforma- 
tions quadratiques  dont  on  donne'  cinq  couples  de  points  conjugués.  — 
183.  Application  à  l'étude  d'un  déplacement  remarquable.  184.  Transforma- 
tions birationnelles. 

Transformation  de  Lie  :  185-186.  Complexes  et  congruences.  —  187-188.  Re- 
marques préliminaires.  —  189-192.  Transformation  de  Lie. 

Applications  des  transformations  homographlques  et  corrélatives. 

Ii8.  Dans  l'étude  que  nous  venons  de  faire  des  principales 
propriétés  des  coniques  et  des  quadriques,  nous  avons  géné- 
ralement déduit  divers  théorèmes  d'un  énoncé  général  qui 
les  comprenait  comme  cas  particuliers.  Les  transformations 
homographiques  et  corrélatives  permettent  souvent  d'opérer 
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d'une  manière  inverse  :  une  propriété  démontrée  dans  un  cas 
particulier  peut,  en  effet,  fréquemment  fournir  un  théorème 
plus  général  au  moyen  d'une  transformation  homographique. 
Nous  en  avons  déjà  vu  un  exemple  dans  les  n°*  85  et  137, 
dans  lesquels  nous  avons  montré  que  deux  coniques  ou  deux 
quadriques  peuvent  être  transformées  l'une  en  l'autre  par  po- 
laires réciproques  :  nous  avons,  par  une  transformation  ho- 
mographique, étendu  au  cas  général  cette  propriété  facile  à 
concevoir  dans  le  cas  où  les  deux  coniques  ou  les  deux  qua- 
driques envisagées  ont  les  mêmes  axes.  Nous  allons  encore 
indiquer  quelques  exemples  de  ce  procédé  de  généralisation. 

149.  Les  propriétés  descriptives  des  cercles  fournissent 
ainsi  des  propriétés  des  coniques. 

Considérons,  par  exemple,  les  cordes  d'un  cercle  vues 
sous  un  angle  donné  d'un  point  fixe,  m' ,  de  cette  courbe. 
Leur  enveloppe  est  évidemment  un  cercle  concentrique  au 
premier.  Si  nous  faisons  une  transformation  homographique 
telle  que  les  points  cycliques  se  transforment  en  deux  points 
quelconques  «  et  i  et  le  point  m'  en  un  point  m,  le  cercle 
considéré  se  transforme  en  une  conique  F  circonscrite  au 
triangle  mab,  et  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  donnée  issu 
de  m'  ont  pour  transformées  deux  droites  issues  de  m  et 
telles  (34)  que  le  rapi)ort  anharmonique  de  ces  droites  et 
des  droites  ma  et  mh  ait  une  valeur  donnée.  On  voit  donc 
que  : 

Les  cordes  interceptées  sur  une  conique  par  les  rayons  ho- 
mologues de  deux  faisceaux  homo graphiques  issus  d'un 
même  point  de  cette  conique  enveloppent  une  conique  bitan- 
gente  à  la  première  aux  points  où  elle  coupe  les  rayons 
doubles  des  faisceaux  considérés. 

Considérons  encore  les  cordes  interceptées  sur  un  cercle 
par  les  parallèles  à  des  directions  données  issues  d'un  point 
variable  de  ce  cercle  :  elles  enveloppent  encore  un  cercle 
concentrique.  Par  une  transformation  homographique,  les 
points  à  lïnfini  des  directions  données  deviennent  deux 
points  a  et  b,  le  cercle  donné  se  transforme  en  une  co- 
nique r,  et  aux  cordes  considérées  correspondent  les  cordes 
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interoopl«''<*s  Silf  I"  |»;ii'  les  droilrs  mu  cl  nih,  /ii  se  (lc|il;ir;iiil 
sur  r  :  on  voil  (|ii('  (('lie  ciivclupiic  c^i  une  coniiinc  l»il;in- 
genlo  à  l'  ;iM\  points  ou  clk'  ((tni»»'  hi  ilroite  ah.  Dans  le  cas 
|)arli(iili«M- (Ml  lr>  diictiiniis  cnNisagées  sont  reclangniaires, 
l'onvclopix' st'  léclnil  au  ccnlie  du  cercle  donné;  à  celle  li.v- 
pollièse  correspond,  dans  le  cas  f,'énéral,  celle  (pio  les|>ointsrt 
el  If  sont  conJnj^Mies  à  F  :  l'enveloppe  considérée  se  lédnil 
alors  au  pôle  de  la  droite  au  par  rapport  à  celle  conique.  Au- 
trement dit  : 

//  existe  une  injiniU'  de  triangles  inscrits  à  une  conique  et 
circonscrits  à   un  même  triangle  conjugué  à   celte  conique. 

\  ((ici  encore  un  exemple  dnn  lliéorème  presque  inlnilif 
dans  le  cas  de  cercles,  el  qui  fournil  une  propriélé  générale 
de  deu\  coîliquGS  : 

Soit  a  un  point  commun  à  deux  cercles  de  centres/ et/'  : 
les  tangentes  en  a  à  ces  courbes,  élanl  normales  aux  droites  oj 
et  af ,  sont  également  inclinées  sur  ces  droites.  Par  suite,  il 
existe  une  conicpie  de  foyers  /  cl/'  qui  touche  ces  deux 
tangentes;  celle  conique  louche  évidemment  aussi  les  tan- 
gentes aux  deux  cercles  menées  en  leur  second  point  com- 
mun h.  Une  transformation  homographique  fait  correspondre 
aux  deux  cercles  deux  coniques  quelconques,  les  droites  iso- 
tropes issues  de  /et  de/'  ayant  pour  transformées  les  tan- 
gentes à  ces  coniques  aux  points  qui  correspondent  aux 
points  cycliques;  aux  jioints  «  et  ^  correspondent  enfin  les 
deux  autres  points  communs  à  ces  coniques.  On  voil  ainsi 
fjue  : 

Les  huit  tangentes  menées  à  deux  coniques  en  leurs  points 
communs  touchent  une  même  conique. 

Corrélativement  : 

Les  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  co- 
niques sont  huit  points  d'une  même  conique. 

150.  On  pourrait  multiplier  les  applications  de  ce  genre; 
nous  en  indiquerons  quehpies-unes  dans  la  suite;  nous  nous 
limiterons  pour  le  moment  à  trois  exemples. 

D.  8 
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Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  passent  par 
deux  points  fixes  a  et  h  et  dont  l'axe  a  une  direction  donnée. 

Faisons  une  transformation  bomograpbique  telle  qu'aux 
points  a  et  6  correspondent  les  points  cycliques  de  la  nou- 
velle figure,  et  qu'aux  points  cycliques  de  la  figure  primitive 
correspondent  deux  points  quelconques  a  et  f3.  Le  point  à 
l'infini  des  axes  considérés  se  transforme  en  un  point  y  de  la 
droite  a|3,  et  le  lieu  cherché  a  pour  transformé  le  lieu  du 
point  d'intersection  des  tangentes  menées  par  a  et  (3  aux 
cercles  tangents  en  y  à  la  droite  a|3.  Or  on  voit  sans  peine,  au 
moyen  des  propriétés  élémentaires  des  rayons  vecteurs  d'une 
conique,  que  ce  nouveau  lieu  est  la  conique  de  foyers  a  et  [3 
qui  passe  par  y;  ce  lieu  est  donc  tangent  aux  droites  qui  joi- 
gnent a  et  [3  aux  points  cycliques.  Le  lieu  demandé  est  donc 
une  conique  tangente  aux  droites  qui  joignent  les  points  cy- 
cliques aux  points  a  et  b,  c'est-à-dire  une  conique  de  foyers 
a  ai  b;  une  des  asymptotes  de  cette  conique  est,  d'ailleurs, 
parallèle  à  la  direction  donnée  des  axes. 

151.  Etant  donnée  une  conique  F,  soit  M  un  point  arbi- 
traire, et  soient  P  et  Q  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  de  M  à  F.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  MPQ 
coupe  F  en  deux  autres  points  P'  et  Q',  tels  (86)  que  le 
pôle  M'  de  P'Q'  par  rapport  à  F  soit  sur  le  cercle  considéré. 
Nous  allons  montrer  que  les  points  M  et  M'  et  les  deux  foyers 
réels  (ou  les  deux  foyers  imaginaires)  de  F  sont  quatre  points 
d'un  même  cercle  (•). 

Transformons  homographiquement  la  figure,  de  manière 
que  les  points  M  et  M'  aient  pour  transformés  les  points  cy- 
cliques que  nous  désignerons  par  m  et  m' ;  la  conique  F  se 
transforme  en  une  conique  y  et  le  cercle  considéré  a  pour 
transformé  (86)  le  cercle  orthoptique  de  y.  Les  deux  foyers 
réels  (ou  imaginaires),  F  et  F'  de  F,  deviennent  deux  som- 
mets opposés /et/'   du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes 


(')   Problème  proposé  en   i8gi    au   Concours   d'admission  à  l'École  Normale 
[voir,  par  exemple,  Refue  de  Mac/t.  spéc,  octobre  iSgr,  p.  igS). 
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à  1  issues  des  points  /"  et  /,  transformés  <Ies  points  fyclii|Mes 
(le  la  preinièie  liLTurc.  Le  prohlènie  iniliiil  se  ramène  donc  à 
montrer  ([ue  les  points  ni,  m' ,  f,  f ,  i  et  /  sont  sur  une  mènn! 
eoni(pie;  anlremeMl  dit,  (|ii(!  les  (|uatre  points/, /',  <  et  y' sont 
snr  un  même  eercle.  Or  les  points/  et/  sonl  sur  le  cercle 
ortlioptiipie  considéré,  puiscpio  eelui-ci  est  li'  transformé 
d'un  cercle  de  l;i  première  ligure;  par  suite,  les  tangentes  //" 
et  //sont  rectangulaires,  ainsi  (|ue  les  langenlesy/ et .//'. 
Il  en  residle  (pie  le  ceicle  de  diamètre//"' i)asse  par  /  et /, 
<-equi  démontre  la  pro|iriété  annoncée. 

152.  Considérons  un  cercle  (1  passant  par  le  centre  m  d'une 
hyperbole  équilatère  II  et  tangent  à  cette  courbe  en  un 
point  a.  Soit  b  le  point  diamétralement  opposé  à  (7  dans  l'hy- 
perbole, et  soient  m  et  n  les  points  communs  à  cette  courbe 
et  au  cercle  en  question.  La  corde  nin  et  le  diamètre  ab  sont 
rectangulaires,  car  ces  droites  sont,  en  direction,  symétriques 
de  la  tangente  en  a,  la  première  |)ar  rapport  aux  axes  (91), 
et  la  seconde  par  rapport  aux  asymptotes  de  if. 

Le  point  //,  par  exemjde,  est  donc  (90)  l'orlliocentre  du 
triangle  abni,  cl,  par  suite,  d'après  un  théorème  connu  de 
Géométrie  élémentaire,  si  l'on  désigne  par  k  le  point  com- 
mun aux  droites  ab  et  inn,  on  a  la  relation 

ha  Jib-T  hin .hn  -^  o. 

Les  points  a,  ',\,  m  et  n  étant  sur  un  même  cercle,  on  a, 
d'ailleurs, 

ha  .h'j)  =.  h  ni  .hn. 

De  ces  deux  relations  on  déduit  que  h  est  le  milieu  du  seg- 
ment Mb.  Le  point  m  est  donc  équidistant  des  points  w  et  b, 
et,  par  suite,  son  symétrique  p  par  rapport  au  [centre  oj  est 
aussi  équidistant  des  points  w  et  a.  Le  pointa  est  donc  sur  le 
cercle  de  centre  p  qui  passe  par  w,  et  l'on  voit,  par  suite,  que  : 

Si,  par  le  centre  o  et  par  un  point  ni  d' une  hyperbole  équi- 
latère, on  mène  les  cercles  tangents  à  la  courbe  en  des  points 
autres  que  m,  ces  points  sont  sur  un  cercle  passant  par  m  et 
dont  le  centre  est  le  symétrique  p  de  m  par  rapport  à  w. 
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Transformons  honîogiaphic|uemenlce  résultat  :  au  triangle 
déterminé  par  le  point  co  et  les  points  cycliques  correspond 
un  triangle  arbitraire  ï;  II  se  transforme  en  une  conique  T 
conjuguée  à  ce  triangle,  et  le  théorème  précédent  devient  le 
suivant  : 

Étant  donné  un  triangle  ï  conjugué  à  une  conique  T,  on 
peut  par  tout  point  m  de  T  faire  passer  quatre  coniques  cir- 
conscrites au  triangle  T  et  tangentes  à  Y  en  des  points  diffé- 
rents de  m.  Ces  points  sont  sur  une  même  conique  circon- 
scrite à  T. 

Supposons,  en  particulier,  que  le  triangle  T  ait  ])our  côtés 
la  droite  de  l'infini  et  les  axes  de  F.  Les  quatre  coniques  à 
considérer  sont  alors  les  hyperboles  d'Apollonius  relatives 
à  r,  qui  passent  par  un  point  m  de  cette  conique  et  lui  sont 
tangentes;  les  quatre  points  de  contact  ainsi  obtenus  sont 
alors  sur  une  même  hyperbole  d'Apollonius. 

Les  normales  en  ces  quatre  points  sont  donc  concourantes. 
Or  la  normale  au  point  m  rencontre  chacune  d'elles  au  point 
où  celle-ci  touche  la  développée  de  F,  puisque  celte  dernière 
équivaut  à  deux  normales  infiniment  voisines  menées  de  ce 
point  à  F.  Inversement,  les  tangentes  menées  à  la  déve- 
loppée aux  points  où  elle  coupe  la  normale  en  m  sont  con- 
courantes. Ainsi  : 

Si,  à  une  développée  de  conique  à  centre  on  mène  une  tan- 
gente quelconque,  celle-ci  coupe  la  développée  en  quatre 
points  différents  du  point  de  contact.  Les  tangentes  à  la  dé- 
veloppée en  ces  quatre  points  sont  concourantes  ('). 

153.  Nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  définir  (8i  et  113) 
la  transformation  par  polaires  réciproques  dans  le  plan  et 
dans  l'espace.  Cette  transformation,  dont  Poncelet  fit  un 
usage  étendu,  fut  le  premier  exemple  d'une  transformation 
corrélative. 
Nous  avons  vu  comment,  grâce  à  un  théorème  de  La- 
Ci  Ce  théorème  est  dû  à  Laguerre.  L'auteur  de  cet  Ouvrage  l'avait  retrouvé 
ea  1892  {Revue  de  Math,  ^ec.,  fév.  1892,  p.  2J7). 
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jriicrn^  (3V),  les  relations  aniriilairos  poiivcnl  so  transfoiiiicr, 
en  ^'encrai,  par  niio  tiaiisfoiiiiatioii  liomo^^rapliifiuc  ou  coné- 
lativo;  mais  elles  s(^  liaiisfoiineiil  il'iiiio  manière  pailiciiliè- 
remenl  simple  par  [ndaircs  réciproques  par  rapport  à  une 
sphère  ou  ii  un  cntlt'. 

Il  f-i  liien  évident,  «mi  cITci,  (inc  riiiij:le  de  deux  plans  est 
é^'al  à  celui  des  droites  (pii  joignent  aux  pôles  de  ces  plans  le 
centre  de  la  s|ilièie  directrice;  et  l'on  a  une  propriété  ana- 
logue dans  II'  plan. 

La  raison  de  celte  simplicité  de  transformation  des  pro- 
priétés angulaires,  c'est  que,  par  exemple,  dans  le  plan,  les 
|)olaires  des  points  cycliques  par  rapport  à  un  cercle,  qui  sont 
évidemment  les  tangentes  à  ce  cercle  en  ces  points,  sont  les 
droites  isotropes  issues  du  centre  oj  de  ce  cercle.  On  voit, 
par  suite,  (|ue  la  transformée  d'un  cercle  quelconque,  c'est- 
à-dire  d'une  conif|ue  passant  par  les  points  cycliques,  est 
tangente  aux  droites  isotropes  issues  de  o,  ou,  autrement 
dit,  que  celte  transformée  admet  &>  pour  foyer.  De  même, 
dans  l'espace,  les  polaires  réciproques  des  sphères,  relative- 
ment à  une  s|)hère,  sont  des  quadriques  de  révolution  admet- 
tant pour  foyer  principal  le  centre  de  la  sphère  directrice. 

J*ar  exemple,  aux  coniques  de  foyer  o),  qui  passent  par 
trois  points  a,  b  et  c,  vont  correspondre,  par  polaires  réci- 
l)ro(|ues  relativement  à  \\n  cercle  de  centre  oj,  les  cercles 
tangents  aux  [lolaires  des  points  a,  b  et  c.  De  la  construction 
bien  connue  des  quatre  cercles  inscrits  à  un  triangle,  on  dé- 
duit donc  aisément  une  solution  du  problème  de  Halley  (n°73), 
qui  revient  d'ailleurs  à  celle  que  nous  avons  indiquée,  comme 
on  s'en  rend  compte  en  remar(|uant  qu'aux  centres  des  quatre 
cercles  en  question  correspondent  les  polaires  du  point  r.)  par 
rapport  aux  quatre  coniques  à  déterminer,  c'est-à-dire  leurs 
directrices  relatives  au  foyer  w. 

loîi.  Indiquons  deux  applications  de  la  transformation  par 
polaires  réciproques  relativement  à  un  cercle  ou  à  une 
sphère. 

Transformons  d'abord  la  propriété  suivante  :  les  cordes 
d'un  cercle  F,  vues  sous  un  angle  donné  d'un  point  fixe  oj  de 
ce  cercle,  enveloppent  un  cercle  C  concentrique  à  F.  Prenons 
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pour  cercle  directeur  un  cercle  de  centre  o  :  au  cercle  F  va 
correspondre  évidemment  une  parabole  Y',  de  foyer  w;  aux 
cordes  considérées  correspondent  les  jioints  d'où  la  para- 
bole T'  est  vue  sous  l'angle  donné;  le  lieu  de  ces  points  est 
la  transformée  de  C,  c'est-à-dire  une  conique  de  foyer  m;  de 
plus,  comme  F  et  C  sont  concentriques,  le  point  m  doit  avoir 
même  polaire  par  rapport  à  T'  et  à  C  Par  suite  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  donnée  cir- 
conscrits à  une  parabole  est  une  conique  admettant  le  foyer 
de  la  parabole  pour  foyer  et  sa  directrice  pour  directrice 
correspondante. 

155.  Comme  seconde  application,  prenons  la  propriété  sui- 
vante, que  nous  avons  obtenue  |)récédemment  (n°  14-0)  :  les 
quadriques  circonscrites  à  un  tétraèdre  ortbocentrique  et 
qui  passent  par  son  ortbocentre  sont  des  hyperboloïdes  équi- 
latères.  Prenons  pour  sphère  directrice  la  sphère  conjuguée 
au  tétraèdre  orthocentrique  en  question:  elle  a  pour  centre 
rorlhocentre  de  ce  tétraèdre,  de  sorte  que  les  quadriques  qui 
passent  par  ce  point  se  transforment  en  paraboloïdes.  Aux 
(|uadriques  envisagées  correspondent  donc  les  paraboloïdes 
inscrits  au  tétraèdre.  D'ailleurs  à  un  hyperboloïde  équilatère 
correspond  une  quadrique  telle  que  le  cône  circonscrit  issu 
de  l'orlhocenlre  soit  inscriptible  à  des  Irièdres  trirectangles. 
Enfin  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circon- 
scrits à  un  paraboloïde  est  son  plan  ortlioptique.  On  voit  donc 
que  : 

L'orlhocenlre  d' un  tétraèdre  orthocentrique  circonscrit  à 
un  paraboloïde  est  dans  son  plan  orthoptique. 

A  propos  de  la  transformation  par  i-ayons  vecteurs  réci- 
proques, nous  aurons  plus  loin  à  revenir  sur  la  transforma- 
tion par  polaires  réciproques  relativement  à  un  cercle  ou  à 
une  sphère  (•). 


(')  M.  Mannheim  a  montré  comment  on  peut  transformer  les  relations  mé- 
triques par  polaires  re'ciproques  relativement  à  un  cercle  ;  on  y  parvient  facile- 
ment en  remarquant  qu'à  des  cercles  do  grandeur  donnée  correspondent  des- 
coniques  de  paramètre  fixe. 
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Représentations  planes  des  quadriques 

l.ïG.  Nous  avons  (Icjii  (  n"  15)  considéré  deux  sorles  de  Irans- 
foruialioiis  des  lijj:ures  :  les  premières,  connue  les  trausfor- 
niations  iioniojj:ra|)lii(|ues  et  corrélatives,  s'étendent  aux  élé- 
ments de  tout  resi)ace;  dans  les  autres,  au  contraire,  on 
n'envisafre  que  les  éléments  de  deux  siiiTaces.  Si,  par  exemple, 
ces  surfaces  se  corresj)ondenl  point  jiai'  point,  on  dit  que 
l'une  des  surfaces  est  représentée  sur  l'antre  :  c'est  le  cas  des 
transformations  jtlanes. 

Il  est,  par  exem|)le,  facile  d'nhtenir  sur  nn  plan  P  une 
représentation  d'une  quadrique  arbitraire  Q  :  ru  étant  un  point 
fixe  de  cette  surface,  et  a  en  étant  un  point  quelconque,  il 
suffit  de  faire  correspondre  à  ce  point  le  point  a',  oîi  la 
droite  (j^o  |>erce  le  plan  P.  A  tout  point  de  Q  correspond 
ainsi  un  seul  point  de  P,  et  il  n'y  a  exception  que  pour  le 
point  Cl),  auquel  correspondent  tous  les  points  de  l'intersec- 
tion du  plan  P  et  du  plan  tangent  à  Q  en  w.  D'autre  part,  les 
points  /  et  /,  oii  le  plan  P  rencontre  les  deux  génératrices 
de  Q  qui  se  croisent  en  oj,  sont  les  seuls  jioints  du  plan  P  qui 
correspondent  à  plusieurs  points  de  la  quadrique  :  chacun 
d'eux  représente  tous  les  points  de  la  génératrice  correspon- 
dante. 

157.  A  toute  courbe  F  tracée  sur  Q  correspond  une  courbe  F 
du  plan  P.  Si  F  est  l'intersection  de  Q  avec  une  surface  de 
degré  n,  chacune  des  génératrices  ojt  et  wy  contient  n  points 
de  cette  courbe;  par  suite,  les  points  i  et  y  sont  des  points 
niultip-les  d'ordre  n  dans  la  courbe  F'.  Par  exemple,  si  F  est 
une  biquadiatique  gauche,  F'  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  admellanl  i  et  /  pour  points  doubles. 

A  toute  section  plane  de  Q  correspond  donc,  dans  le  plan  P, 
une  conique  passant  par  i  ety,  et  réciproquement,  car  le  cône 
de  sommet  w,  ayant  pour  base  une  conique  passant  par  i  ety, 
contient  les  génératrices  uh  et  «y  et  coupe  par  suite  Q  sui- 
vant une  seconde  courbe  plane. 

Étant  donnée  une  conique  F  sur  Q,  il  est  facile  d'obtenir 
les  tangentes  en  /  ety  à  sa  transformée  F'  :  ce  sont,  en  effet, 
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bien  évidemment,  les  traces  sur  le  plan  P  des  plans  tangents 
à  Q  aux  points  où  F  coupe  les  génératrices  ojt  et  ',)j.  Ces 
deux  plans  tangents  passent  d'ailleurs  par  le  pôle/;,  par  rap- 
port à  Q,  du  plan  de  T;  les  tangentes  en  i  et  y  à  F'  se  coupent 
donc  au  point  /?',  où  (jip  perce  le  plan  P. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  P  est  parallèle  au  plan 
tangent  en  oj,  le  point />'  devient  le  centre  de  F'. 

158.  La  représentation  précédente  permet  donc  de  ramener 
rétude.des  propriétés  des  coniques  F',  qui  passent  par  i  et  y, 
à  celle  des  sections  planes  F  de  la  quadrique  Q,  et  récipro- 
quement. En  voici  un  premier  exemple  : 

Les  deux  points  communs  à  deux  coniques  Fi  et  F,,  situées 
sur  Q,  ont  pour  projections  sur  P  les  deux  points,  autres 
que  i  et  y,  où  se  coupent  F,  et  F^.  Autrement  dit,  la  seconde 
corde  commune  aux  coniques  F'j  et  FI,  est  la  projection  surP 
de  l'intersection  des  plans  de  Fi  et  de  Fj.  Or,  si  nous  consi- 
dérons trois  sections  planes  de  Q,  les  intersections  de  leurs 
plans,  pris  deux  à  deux,  passent  évidemment  par  le  point 
commun  à  ces  trois  plans;  leurs  projections  sur  P  sont  donc 
concourantes.  Par  suite  : 

Quand  trois  coniques  d' un  même  plan  ont  deux  points  com- 
muns, les  trois  droites  (jui  Joignent  les  autres  points  que  ces 
coniques  ont  deux  à  deux  en  commun  sont  concourantes. 

En  particulier  : 

Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  pris  deux  à  deux  sont 
concourants. 

159.  Comme  autre  application,  transformons  le  théorème 
suivant,  qui  résuite  de  ceux  du  n°  10*2  :  si  trois  coniques  har- 
moniquement  circonscrites  à  une  môme  conique  C  ont  pour 
corde  commune  «y,  les  cordes  communes  conjuguées  qu'elles 
admettent  deux  à  deux,  passent  par  le  pôle  a  de  ij  par  rap- 
port à  C. 

Or,  aux  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  C  vont 
correspondre  sur  Q  les  sections  par  les  plans  qu'interceptent 
sur  cette  quadrique  les  arêtes  des  trièdres  obtenus  en  joi- 


j.'n;iiil  le  point  '■)  ;m\  soimiu'ls  des  Irianj^Mcs  comjii^mm's  à  (', 
(rièdios  (jui  sont  donc  l'oiijiijxnés  an  c»'>ii('  de  soinmel  '•>  el  de 
direclrice  C.  F-iCs  plans  ainsi  déterminés  sont  donc  tels  (pie 
les  droites  conininnes  à  trois  (piciconqnes  d'ciihr  eux,  pris 
den\  il  deux,  se  conpcnt  fii  un  pnini  de  '.>y.;  par  snit<',  ces 
pians  coupent  tons  o)a  an  même  point.  I>nin  : 

Les  Irièdrex  conjugués  à  uit  ctj/ie  i/ii  second  degré  cfo /il  le 
sommet  appartient  à  une  quadritjue,  inlcrceptenl  sur  (■cllc-ci 
des  plans  qui  passent  par  un  point  fi.ve  ('). 

!(>().  La  représentation  plane  d'une  (pindrifpn^  permet  de 
ramener  ainsi  les  unes  aux  autres  un  grand  nombre  de  (|ues- 
lions  relatives  aux  ligures  tracées  sur  une  fjuadri(|ue  ou  sur 
un  |)lan. 

Consiilérons,  par  exemple,  sur  la  (piadriquc  Q  une  bi([ua- 
drali(pie  gauche  passant  par  le  centre  de  |irojection  c)  :  sa  pro- 
jection sur  le  |)ian  1*  est  une  cubique  passant  par  les  points  i 
vl  /.  On  obtient  d'ailleurs  ainsi  toutes  les  cubiques  du  plan  P 
<|ui  passent  par  i  et  y,  car  une  telle  cubifpjc  se  trouve  délinie 
par  la  donnée  de  se|)t  autres  points  (neuf  points  définissant 
en  général  une  cubi(iue),  et  les  projections  de  ces  sept  points 
surQ  déterminent,  avec  w,  une  bifpiadratique  gauche  située 
sur  ()•  Ainsi,  l'étude  des  cubiques  du  plan  V  qui  passent  par  i 
et  y  se  ramène  à  celle  des  biquadrati(|ues  gauches  de  Q  qui 
passent  par  ru  {-). 

A  toutes  les  biqiiadratiques  considérées  qui  passent  par 
six  points,  en  outre  du  point  «,  correspondent  donc  des  cu- 
biques qui  passent  par  six  points,  en  outre  des  points  ielj. 
Or  les  premières  de  ces  courbes  passent,  d'après  le  n°  ll'i-, 
par  un  huitième  point  fixe;  par  suite,  les  cubiques  considérées 
ont  un  neuvième  point  fixe.  On  voit  ainsi  comment  l'étude 
des  neuf  points  communs  à  deux  cubiques  d'un  môme  plan 
peut  se  ramener  à  celle  des  huit  points  communs  à  trois  qua- 
di'iques. 


(')  Dans  le  cas  particulier  où  les  trièdres  conside'rés  sont  trlrectangles,  on  a 
un  théorème  du  à  Frégieu  (1816). 

(^)  Cette  remarque  est  due  à  M.  Picqukt  {Bull,  de  la  Soc.  de  Math.,  i8g^, 
p.   25). 
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Inversion. 

IGl.  Un  cas  i)articulièrement  intéressant  de  la  transforma- 
tion que  nous  venons  d'étudier,  est  celui  où  les  points  i  et  / 
sont  les  points  cycliques  du  plan  P  :  il  se  produit  lorsque,  le 
point  w  étant  un  ombilic  de  Q,  le  plan  P  est  parallèle  au  plan 
tangent  à  Q  en  ce  point.  Les  sections  planes  de  Q  se  projettent 
ainsi  sur  le  plan  P  suivant  des  cercles  et  réciproquement. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  quadrique  Q  est  une  sphère  S, 
et  où  le  plan  tangent  en  w  est  parallèle  au  plan  P,  on  obtient 
\^  projection  sléréographiqae  qui  était  déjà  connue  de  Plolé- 
mée.  Dans  ce  cas,  la  sphère  S  et  le  plan  P  peuvent  d'ailleurs 
être  considérés  comme  des  surfaces  se  correspondant  dans 
une  transformation  qui  s'étend  à  tout  l'espace,  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques  ou  par  inversion, 
due  à  Dellavitis  (i836). 

C'est  une  transformation  ponctuelle  qui,  étant  donné  un 
l'Ole  fixe  w,   fait  correspondre  à  tout  point  m  un  point  m'  de 

la  droite  mui,  tel  que  le  produit  Mm.odni'  ait  une  valeur  don- 
née qu'on  nomme  puissance  de  la  transformation.  On  voit 
(jue  les  points  ni  et  ni'  sont  réciproques;  autrement  dit,  l'in- 
version est  une  transformation  involutive. 

162.  Si  l'on  considère  la  sphère  1  de  centre  co  dont  le 
carré  du  rayon  est  égal  à  la  jouissance  d'inversion,  on  voit 
que  les  ()oints  ni  et  m'  sont  deux  points  conjugués  à  cette 
sphère,  situés  sur  un  môme  diamètre.  L'inversion  est  donc 
un  cas  particulier  de  la  transformation  définie  de  la  manière 
suivante  : 

Etant  donnés  une  quadrique  Q  et  un  point  fixe  m,  on  fait 
correspondre  à  tout  point  /n  le  point  m'  où  la  droite  w/n 
coujie  le  plan  polaire  de  m  par  rapport  à  Q  :  on  définit  bien 
ainsi  une  transformation  involutive. 

Le  transformé  du  point  o  est  indéterminé  dans  le  plan  po- 
laire de  ce  point,  puisque  la  droite  m  ni  est  alors  indétermi- 
née. Il  existe  encore  un  autre  cas  où  le  point  m'  est  indéter- 
miné :  c'est  celui  oix  la  droite  Mm  se  trouve  dans  le  plan 
polaire  du  point  m,  ce  qui  ne  se  produit  que  si  elle  est  tan- 
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frriilc  il  l;i  (|iia(li  ii|ue  O  ;m  poiiil  m  :  le  point  m'  est  ;ilctr.s  iiulr- 
lenniiié  sur  la  droite  t,\m,  et.  réciprofUitMiiont,  le  point  m 
correspond  à  tout  [)oinl  de  celte  droit»'.  I)ési};nons  par  II  le 
plan  polaire  de  o»,  et  par  F  sa  conique  d'intersection  avec  O. 

Supposons  (|iii'  le  p(»iiii  m  eiii^eudre  une  surface  (w)  ne 
contenant  ni  le  pôle  o»,  ni  la  conique  V.  Aux  points  d'iiiter- 
seclion  de  cette  surface  avec  le  plan  II  correspondent  des 
[loinls  infiniment  voisins  de  ?•),  situés  sur  les  génératrices  du 
cùne  de  sommet  o»  cpii  admet  pour  directrice  l'intersection 
en  question;  la  surface  (m')  admet  doue  en  o  un  point  mul- 
tiple dont  la  multiplicité  est  égale  au  degré  de  (m).  D'autre 
part,  si  l'on  considère  une  droite  quelconque  issue  de  &>,  à 
tout  point  de  {m)  situé  sur  cette  droite  correspond  un  point 
de  {ni).  Ou  voit  donc  que  le  degré  de  (/«')  est  double  de  ce- 
lui de  (m).  D'autre  part,  la  conique  F  est,  sur  {m'),  une 
com-he  multipl(^  d'ordre  égal  au  degré  de(/«),  cardiaque 
point  de  F  coirespoiid  aux  divers  points  d'intersection  de 
{tn)  avec  la  droite  qui  le  joint  au  pôle  oi. 

Dans  le  cas  où  la  surface  {m)  admet  m  pour  point  multiple 
d'ordre  y>>,  le  degré  de  (/«')  et  l'ordre  de  multiplicité  de  F  di- 
minuent de  p  unités,  comme  on  le  voit  aisément.  Si,  au  con- 
traire, {m)  admet  F  comme  courbe  multiple  d'ordre  q,  le 
degré  de  (/??)  et  l'ordre  de  uuiltiplicilé  du  |)ôle  o)  diminuent 
de  iq  unités.  Ainsi  : 

A  une  surface  de  deq^ré  n,  admettant  le  pâle poiw  point 
multiple  d'ordre  p  et  les  points  de  T pour  points  multiples 
d'ordre  q,  correspond  une  surface  de  degré  [ii — p — a^y), 
admettant  le  pôle  pour  point  multiple  d'ordre  {/>  —  27)  et  les 
points  de  F  pour  points  multiples  d'ordre  {n  — p). 

Dans  le  cas  de  l'inversion,  la  courbe  F  est  l'ombilicale;  on 
voit  ainsi  que  l'inverse  d'un  plan  est  une  s[)lière  passant  par 
le  pôle,  que  l'inverse  d'une  spbère  est  une  spbère,  que  l'in- 
verse d'une  ([uadiique  est  une  surface  du  quatrième  degré, 
admettant  le  pôle  pour  point  double  et  l'ombilicale  pour 
ligne  double. 

163.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  trouver  directement  plusieurs 
de  ces  résultats. 
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Il  est  bien  évident,  en  effet,  que,  si  l'on  considère  toutes  les 
inversions  de  même  pôle,  les  différentes  transformées  d'une 
même  figure  seront  homothétiques  par  rapport  au  pôle.  Or, 
étant  donnée  une  sphère  quelconque,  elle  se  transforme  évi- 
demment en  elle-même,  si  l'on  prend  pour  puissance  d'in- 
version la  puissance  du  pôle  par  rapport  à  cette  sphère.  Par 
suite  : 

La  transformée  ci' une  sphère  est  une  sphère. 

Dans  le  cas  ot^i  la  sphère  se  transforme  en  elle-même,  deux 
points  réciproques  de  cette  sphère  se  correspondent  évidem- 
ment aussi  dans  une  transformation  homologique,  le  centre 
d'homologie  étant  le  pôle  d'inversion  et  le  plan  d'homologie 
étant  son  plan  poUiire  par  rapport  à  la  sphère.  Par  suite,  à 
une  courbe  sphérique  d'un  certain  degré  en  correspondra 
une  du  même  degré;  on  en  déduit  que  dans  le  cas  général  : 

L'inversion  conserve  le  degré  des  courbes  sphériques. 

Rappelons,  enfin,  que  la  figure  inverse  d'un  plan  est  une 
sphère  passant  par  le  pôle,  le  plan  tangent  à  cette  sphère  au 
pôle  étant  parallèle  au  plan  considéré.  La  projection  stéréo- 
graphique  est  donc  bien  un  cas  particulier  de  l'inversion. 

A  deux  plans  vont  donc  correspondre  deux  sphères  passant 
par  le  pôle  r,)  et  par  le  cercle  qui  correspond  à  l'intersection 
des  deux  plans.  Comme  les  plans  tangents  en  w  à  ces  deux 
sphères  sont  parallèles  aux  plans  considérés,  elles  se  coupent 
en  tous  leurs  points  communs  sous  un  angle  égal  à  celui  des 
plans  donnés.  Comme,  d'autre  part,  à  des  surfaces  tangentes 
correspondent  des  surfaces  tangentes,  on  voit  que  : 

L'inversion  conserve  les  angles. 

16i.  Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (162)  deux  points 
a  el  b  qui  sont  réciproques  dans  une  inversion  sont  tels  que 
toute  sphère  passant  par  a  et  ^  coupe  orthogonalement  une 
sphère  fixe  S.  11  en  résulte  que  : 

Les  figures  inverses  de  deux  figures  inverses  l'une  de 
l'autre  sont  encore  inverses  l'une  de  l'autre. 
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Km  ciït't,  >i  MOUS  liansloniioMS  pai-  iMViMsion  lu  prcniièie 
lijîuro,  à  lii  >|»lM're  S  correspond  une  splièrc  S'  et  aux  points 
<i  cl  //  (|t'(i\  points  n'  ol  //  tels  (pic  toutes  les  sphères  qui 
passent  par</'  cl  //  coupcMl  oilho^'onalcMiciit  S'. 

Si  nous  avions  |)ris  pour  pôle  d'inversion  un  point  de  S,  la 
sjihcrc  S'  se  réduirait  à  un  plan,  et  l(>s  points  «'et  h'  seraient 
syinclri(pi(^s  |iar  rappoil  à  oc  plan,  (hi  voit  donc  rpie  : 

On  lient  loitjuiirs  transformer  par  inversion  deux  figures 
inverses  en  deux  figures  srmctrifjues  par  rapport  à  un  plan. 

Deux  courhes  d'une  même  sphère  qui  sont  perspectives 
l'une  de  l'aulre  peuvent  être  considérées  comme  des  figures 
inverses;  en  les  transformant  |)ar  inversion,  on  aura  donc 
encore  deux  figures  inverses.  En  particulier  : 

Quand  deux  figures  situées  sur  une  mcme  sphère  sont  en 
perspective,  leurs  projections  stéréo  graphiques  se  correspon- 
dent par  rayons  vecteurs  réciproques. 

165.  Lorsqu'une  courhe  ou  une  surface  se  transforme  en 
elle-même  par  inversion  on  dit  qu'elle  est  anallagmalique. 
Du  premier  théorème  du  numéro  précédent  on  déduit  donc 
que  : 

L'inverse  d' une  figure  anallagniatitjue  est  aussi  anallag- 
inatique. 

On  voit  aussi  que  : 

On  peut,  par  inversion,  transformer  une  figure  anallag- 
malique en  une  figure  ayant  un  plan  de  symétrie. 

Enfin  : 

Une  courhe  anallagmalique  plane  peut  être  considérée 
comme  la  projection  stéréographique  de  V intersection  d' une 
sphère  et  d' un  cône. 

Or,  si  l'on  considère  l'intersection  d'une  sphère  S  et  d'un 
cône  i,  tout  plan  T  langent  au  cône  coupe  la  sphère  suivant 
un  cercle  qui  est  visiblement  bilangent  à  cette  intersection. 
Ce  cercle  coupe  d'ailleurs  orlhogonalement  le  cercle  de  la 
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sphère  situé  dans  le  plan  polaire  du  sommet  du  cône.  Par 
une  projection  sléréographique,  ce  cercle  se  transforme  donc 
en  un  cercle  F  d'un  plan  P  coupant  orthogonalement  un  cercle 
fixe  et  ayant  pour  centre  la  projection  du  pôle  du  plan  tan- 
gent T.  Quand  le  plan  T  varie  en  restant  langent  au  cône  i, 
son  pôle  décrit  une  courbe  plane,  située  dans  le  plan  po- 
laire du  sommet  de  1,  et  dont  le  degré  est  égal  à  la  classe  de 
ce  cône.  Le  centre  du  cercle  F  décrit  la  projection  de  cette 
courbe  sur  le  plan  P,  et  la  courbe  anallagmatique  envisagée 
est  définie  comme  étant  l'enveloppe  du  cercle  F.  On  nomme 
déférente  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle,  et  cercle  directeur 
le  cercle  qu'il  coupe  orthogonalement.  Le  centre  de  ce  der- 
nier est  (137)  la  projection  du  sommet  de  !.. 

166.  Les  courbes  anallagmatiques  dont  la  déférente  est  une 
conique  sont  appelées  cycliques  planes.  Le  cône  i  est  alois 
de  la  seconde  classe,  et,  par  suite  : 

Toute  cyclique  plane  est  la  projection  sléréographique 
d'une  biquadratique  sphérique  (*). 

D'autre  part,  par  toute  biquadratique,  il  passe  quatre  cônes 
du  second  degré  i;  par  suite,  toute  biquadratique  sphérique 
est  anallagmatique  de  quatre  manières;  il  en  résulte  que  : 

Toute  cyclique  plane  est  anallagmatique  de  quatre  ma- 
nières. 

Toute  cyclique  plane  a  donc  quatre  déférentes,  qui  sont 
toutes  ([uatre  des  coniques,  puisque  les  quatre  cônes  1  sont 
de  la  seconde  classe.  Ces  quatre  coniques  sont  d'ailleurs  les 
projections  sur  le  plan  P  des  coniques  C  de  l'espace  qui  cor- 
respondent aux  cônes  ^  par  polaires  réciproques  relative- 
ment à  la  sphère  S.  Par  suite,  les  coniques  C  appartiennent 
à  un  même  faisceau  tangentiel,  qui  comprend  la  sphère  S. 
Par  tout  point  w  de  l'espace,  il  passe  donc  quatre  plans  tan- 
gents à  ces  coniques  et  à  la  sphère  S.  Si  le  point  w  est  en 
particulier  le  centre  de  projection,  ces  quatre  plans  se  cou- 


(')   Laguerre,  Bull,  de  la  Soc.  (tliilom.,   1867. 
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jioiil  «l('ii\  il  il(Mi\  siiixiiiii  les  ^éruTalricos  delà  S|tlière  r|iii  si' 
croisent  en  '.>.  I.fs  li  iiccs  de  ces  plans  sur  Ir  plan  I*  sont  dcnic 
des  droites  isotropes:  il  en  résulte  (juc  les  ((uatre  délérentes 
ont  (luatrc  langi'ntes  isotro[)es  communes;  autrement  dil  : 

f^es  quatre  déférentes  sont  lionwfocales. 

\  (■lia(iue  déférente  correspond  un  cercle  direcleur;  le 
centre  de  chacun  d'eux  est  la  pi-ojection  sur  le  plan  I*  d'un 
des  f|uali(>  cùues  ii  considéi(''s.  Oi'  ces  quatre  sommets  délei- 
minenl  un  tétraèdre  conjuf,Mié  à  la  s|)liére  S,  et  les  cercles 
directeurs  sont  les  projections  stéréo^rapliiques  des  sections 
de  S  par  les  faces  de  ce  tétraèdre  On  en  déduit  f|ue  : 

Les  quatre  rrrchs  (hrcctcui's  se  coupent  deii.r  à  deu.r  ortho- 
gonalenient. 

Les  sommets  de  trois  des  cônes  i  déterminent  un  triangle 
à  la  fois  conjugué  à  la  s|)lière  S  et  au  quatrième  cône  1;  ce 
triangle  est  donc  conjugué  aussi  à  la  coni(|ue  (l,  |)olaire  réci- 
protpie  de  ce  diM'nier  cùne  jiar  rapport  à  — .  Dans  la  jirojeclion 
on  voit  donc  que  : 

Les  centres  de  trois  cercles  directeurs  sont  les  sommets  du 
triangle  conjugué  à  la  fois  au  quatrième  cercle  directeur  et 
à  la  déférente  correspondante. 

Les  théorèmes  qui  précèdent  permettent,  étant  donnés  une 
déférente  et  son  cercle  directeur,  de  déterminer  les  trois 
autres  déférentes  et  leurs  cercles  directeurs. 

107.  On  peut  considérer  sous  le  nom  de  transformation 
a  na  lia  g  ma  tique  la  transformation  qui  fait  correspondre  dans 
le  plan  à  une  courbe  quelconque,  la  courbe  anallagmali(iue 
admettant  la  courbe  donnée  pour  déférente,  le  cercle  direc- 
leur étant  donné  :  c'est  une  transformation  de  contact,  qui  à 
tout  point  m  du  plan  fait  correspondre  le  cercle  ayant  ce 
point  pour  centre  et  orthogonal  à  un  cercle  fixe  F.  A  deux 
points  conjugués  au  cercle  F  correspondent  ainsi  deux  cercles 
qui  se  coupent  orthogonalement,  car  ils  peuvent,  d'après  ce 
qui  précède,  être  considérés  comme  les  projections  stéréo- 
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graphiques  des  sections  d'une  sphère  par  deux  phins  conju- 
gués à  celte  sphère. 

A  tous  les  points  m  d'une  droite  D  correspondent  ainsi  des 
cercles  qui  passent  par  deux  points  fixes  a  et  [3,  réciproques 
par  rapport  au  cercle  directeur.  Si  la  droite  D  est  tangente  à 
une  enveloppe  quelconque,  les  points  a  et  (3  décrivent  la 
transformée  anallagmatique  de  cette  enveloppe.  On  voit  ainsi 
qu'à  chaque  tangente  commune  à  deux  déférentes  correspon- 
dent deux  points  communs  à  leurs  transformées. 

Considérons  en  particulier  la  famille  de  courbes  anallagma- 
tiques  ayant  le  même  cercle  directeur  F  et  dont  les  déférentes 
sont  des  coniques  passant  par  quatre  points  fixes  de  ce  cercle 
directeur.  Considérons  deux  de  ces  déférentes  et  une  de  leurs 
langenles  communes  1)  :  à  celte  droite  correspondent  deux 
points  y.  et  ,3  communs  aux  deux  cycliques  correspondantes. 
D'autre  part,  les  deux  points  de  contact  de  D  avec  les  deux 
déférentes  sont  (n°  67)  les  points  doubles  de  l'involulion  dé- 
terminée sur  D  par  le  faisceau  des  déférentes  considérées; 
ils  sont  donc  conjugués  au  cercle  F,  qui  appartient  à  ce  fais- 
ceau. Les  cercles  qui  correspondent  à  ces  points,  et  qui  tou- 
chent les  deux  cycliques  considérées  en  a  et  en  (3,  se  coupent 
donc  orthogonalement  en  ces  points;  il  en  est  donc  de  même 
des  deux  cycliques.  Ainsi  : 

Les  cycliques  ayant  un  même  cercle  directeur  et  dont  les 
déférentes  passent  par  cjuatre  points  Jixes  de  ce  cercle  forment 
un  système  orthogonal. 

D'après  la  définition  même  des  courbes  anallagmaliques, 
les  points  communs  au  cercle  directeur  et  à  la  déférente  sont 
des  cercles  de  rayon  nul  bitangents  à  ces  courbes  ou,  d'après 
la  définition  de  Plûcker  (n^GO),  des  foyers  de  ces  courbes.  On 
montre  que,  dans  le  cas  des  cycliques,  la  donnée  de  quatre 
foyers  situés  sur  un  même  cercle  directeur  suffit  à  déter- 
miner tous  les  autres;  le  théorème  précédent  peut  donc 
s'énoncer  ainsi  : 

Les  cycliques  homofocales  forment  un  système  orthogonal. 
La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  peut  s'étendre. 
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dans  l'espace,  aii\  sur/acrs  anallatmialiiiiics  doiii  la  surface 
(Icréreiite  est  une  (|iia<li'i(|iie,  et  (|ii'(tii  iiumine  cjclidcs.  A  des 
«léréreiiles  passant  par  une  nirmc  bicitiadratiiiue  gauclie  de  la 
sphère  direcliice  coriespondfMit  alors  des  cyclides  (iiii  loi  ineiil 
un  système  tiiiilcnn'iii  niiliD-umil  (  '). 

108.  F.orsqne  la  dèrérenle  est  niic  conifiue  bitangculc  an 
reicle  directeur,  la  exclicpu'  correspondante  se  décompose  en 
deux  cercles.  En  ellct,  d'apiès  ce  cpie  nous  avons  vn,  si  l'on 
lait  passer  une  sphère  par  le  cercle  directeur,  la  courbe  anal- 
lajg'inalifiue  est  la  projection  slèrèo^raphi(iue  de  l'iulerseclion 
de  celle  sphère  par  le  coue  qui,  par  rapport  à  celle  sphère, 
correspond  à  la  déférente  par  polaires  réciprociues.  Or,  dans 
le  cas  actuel,  ce  cône  esl  un  cône  du  second  defrré  hilauirent 
à  la  sphère,  qu'il  coupe  donc  suivant  deux  cercles. 

Kiî).  Lu  autre  cas  de  réduction  esl  celui  où  la  iléférentc  est 
une  parabole.  Le  cône  c|ui  correspond  par  polaires  réciproques 
à  celle  parabole,  par  ra|»porl  à  une  s|)hère  menée  par  le 
cercle  directeur,  passe  en  effet  alors  par  le  centre  de  la  pro- 
jection stéréographique  considérée.  Ce  centre  de  projection 
appartient  donc  à  l'intersection  de  ce  cône  avec  la  sphère,  o\ 
celle  courbe  se  projette  donc  suivant  une  cubique  circulaire, 
(|ui  esl  anallagmatique  de  quatre  manières. 

Comme  les  droites  (pii  joignent  un  point  d'une  biquadra- 
ticpie  gauche  aux  sommets  des  cônes  qui  la  contiennent  sont 
évidenmienl  des  cordes  de  cette  courbe,  ou  voit  ([ue  les  quatre 
pôles  d'anallagmalie  se  trouvent  alors  sur  la  cubique.  On  se 
rend  compte  aisément  qu'ils  sont  les  points  de  contact  des 
(|uatre  tangentes  à  cette  courbe  parallèles  à  son  asymptote 
réelle. 

170.  Les  sections  planes  d'un  tore  offrent  un  exemple 
simple  de  cycli(|ues.  Le  tore  étant,  en  effet,  l'enveloppe  d'une 


(')  Dans  l'Ouvrage  de  M.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces,  le  lecteur  trouvera  d'intéressants  développements  de  ces  pro- 
priétés, qui  ont  été  étudiées  par  MM.  Manxiiei.m,  Moutard,  Laguerre,  Dar- 
boux, IIUMBERT,  etc. 
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sphère  2  de  grandeur  donnée,  dont  le  centre  décrit  un 
cercle  F,  toute  section  par  un  plan  P  peut  être  considérée 
comme  l'enveloppe  des  cercles  (]  suivant  lesquels  le  plan  P 
coupe  les  sphères  -.  Or  tout  point  de  l'axe  du  tore  a  même 
puissance  par  rapport  aux  sphères  2;  par  suite,  le  point  oj  où 
cet  axe  perce  le  plan  P  a  même  puissance  par  rapport  aux 
cercles  C,  dont  le  centre  décrit  d'ailleurs  l'ellipse  suivant  la- 
quelle le  cercle  F  se  projette  orthogonalement  sur  le  plan  P. 
Le  cercle  directeur  est,  dans  ce  cas,  concentrique  à  la  défé- 
rente :  les  cycliques  ainsi  ohtenuos  sont  aussi  appelées  .7^/- 
riqiies. 

Dans  le  cas  d'un  plan  bitangent  au  tore,  on  se  rend  compte 
aisément  que  la  déférente  est  bitangente  au  cercle  directeur. 
Par  suite  : 

Lo  section  d' an  tore  par  un  plan  bitangenl  se  compose  de 
deux  cercles. 

En  rcmarquanl  que  la  figure  inverse  d'un  lore  par  rapport 
à  un  point  de  son  axe  est  encore  un  tore,  M.  Mannheim  a  gé- 
néralisé le  théorème  précédent,  dû  à  A  iilarceau,  et  obtenu 
l'énoncé  suivant  : 

Toute  sphère  hilangenlc  à  un  tore  le  coupe  sidi'ant  deu.r 
cercles. 

171.  Comme  aulro  application  de  l'inversion,  transformons 
I"  théorème  suivant,  dont  la  démonstration  est  immédiate  : 
Si  l'on  considère  tous  les  cercles  d'un  plan  P  qui  ont  en  un 
point  a  une  tangente  donnée,  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  se  compose 
de  deux  droites  rectangulaires  issues  du  point  a. 

En  prenant  pour  pôle  d'inversion  un  point  quelconque  [3  de 
l'espace,  le  plan  P  se  transforme  en  une  sphère  passant  par  j3, 
les  cercles  considérés  deviennent  des  cercles  A  de  cette 
sphère  ayant  en  un  point  a  une  tangente  donnée;  enfin  les 
droites  du  plan  P  qui  ont  une  direction"  donnée  ont  pour 
transformées  des  cercles  B  de  la  sphère  ayant  en  ;3  une  tan- 
gente donnée.  Le  lieu  considéré  se  transforme  donc  en  celui 
des  points  de  contact  des  cercles  A  et  B,  qui  se  compose  donc 
de  deux  cercles  orthogonaux  passant  par  a  et  h. 
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Soil  ///  un  puiiil  (le  ce  lion  :  I;i  liini^ciilo  coiiininric  inciire 
on  ce  point  ;iii\  deux  cercles  A  el  H  (|iii  s'y  lonelienl  ren- 
conlie  à  lii  fois  les  deux  tanj;eiiles  (i\es  doiniées  qui  passent 
par  a  el  j3;  le  lieu  peut  (l()n(;  i^lre  considéré  comme  celui  des 
|)oints  de  contact  (les  langenles  ù  la  s[)lièie  (|iii  en  renconli  cul 
deux  lanj^enles  li\es.  Ainsi  : 

l.r  Uni  tics  f>ni/i/s  de  coulait  tics  IfiitL^ciitcs  à  une  sjihcrc  (]  ni 
s'ojtjuiicnt  sur  f/ci/.v  tangentes  fuws  se  compose  de  deux 
cercles  qui  se  coupent  orlhogonalenunt  ati.i-  points  de  contact 
des  tangentes  /î.res  (  '  ). 

17*2.  Deux  points  réciprof|ues  d'une  inversion  étant  deux 
points  conju^Miés  à  une  sphère  fixe  appartenant  à  un  même 
diamètre,  chacun  d'eux  est  évidemment  la  projection  du 
centre  de  la  sphère  sur  le  plan  polaire  de  l'autre  par  rapport 
à  cette  sjihère;  on  en  déduit  que  : 

La  podaire  d'un  point  co  j>ar  rapport  à  une  surface  et  la 
polaire  réciproque  de  cette  surface  par  rapport  à  une  sphère 
de  centre  co  sont  deux  figures  inverses,  w  étant  le  pôle  d'in- 
version. 

I)'ai)rès  le  théorème  général  du  n"  162,  il  résulte  de  là  que  : 

La  podaire  d'un  point  w  par  rapport  à  une  surface  de 
classe  n  est,  en  général,  une  surface  de  degré  in,  admettant 
le  point  6)  et  les  points  de  l'ombilicale  pour  points  multiples 
d'ordre  n. 

Les  cas  d'exception  sont  ceux  où  la  surface  considérée  est 
telle  que  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  sphère  de 
centre  w  passe  par  «  ou  par  l'omhilicale;  il  faut  pour  cela 
que  cette  surface  soit  tangente  au  plan  de  l'infini  ou  inscrite 
au  cône  isotrope  de  sommet  w.  Par  exemple  : 

La  podaire  d'un  point  co  par  rapport  à  un  paraboloïde  est 
une  surface  du  troisième  degré  passant  par  l'ombilicale  et 
admettant  w  pour  point  double. 

(')  Cette  application  est  due  à  M.  Mannheim,  Bull,  de  la  Soc.  math.^  t. XXV. 
P-  79 •'  '897. 
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La  podaire  d' un  foyer  principal  d'une  quadrique  de  réi'o- 
lution  par  l'apport  à  cette  surface  est  une  sphère. 

On  voit,  d'une  manière  générale,  que  les  podaires  des  qua- 
driques  sont  des  inverses  de  quadriques,  et  réciproquement. 

Les  propriétés  analogues  ont  lieu  dans  le  plan.  On  voit,  en 
particulier,  que  l'inverse  d'une  conique  par  rapport  à  un  de 
ses  foyers  est  la  podaire  d'un  cercle,  ])odaire  qu'on  nomme 
limaçon  de  Pascal.  La  podaire  d'une  hyperbole  équilatère  par 
rapport  à  son  centre  est  inverse  de  cette  hyperbole  elle- 
même,  car  celle-ci  se  transforme  évidemment  en  elle-même 
par  polaires  réciproques  relativement  au  cercle  décrit  sur  son 
axe  Iransverse  comme  diamètre  :  cette  podaire  est  connue 
sous  le  nom  de  leniniscate  de  Bernoulli. 

Transformons,  par  exemple,  par  inversion  le  premier  théo- 
rème énoncé  dans  le  n°  153,  en  prenant  pour  pôle  le  centre  « 
de  l'hyperbole  équilatère  considérée  :  celle-ci  se  transforme 
en  lemniscate,  et  aux  quatre  cercles  considérés  correspondent 
les  tangentes  menées  à  cette  lemniscate  par  un  de  ses  points  ; 
leurs  points  de  contact  sont  sur  une  même  droite.  Cette 
droite  correspond  d'ailleurs  à  un  cercle  passant  par  w  et  dont 
le  centre  décrit  l'hyperbole  considérée  :  l'enveloppe  de  ce 
cercle  est  donc  une  lemniscate,  puisque  cette  enveloppe  est 
homothétique  de  la  podaire  du  lieu  du  centre,  et  son  inverse 
est  une  hyperbole  équilatère.  En  résumé  : 

Par  tout  point  d'une  lemniscate  de  Bernoulli,  on  peut  mener 
quatre  tangentes  à  cette  courbe  :  leurs  points  de  contact  sont 
sur  une  droite  dont  l'enveloppe  est  une  hyperbole  équilatère. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  jiar  polaires  réci- 
proques relativement  à  une  sphère  i,  de  centre  w,  il  corres- 
pond à  une  sphère  S  une  quadrique  de  révolution  admettant 
w  pour  foyer  ju'incipal  et  dont  la  sphère  principale  S'  (podaire 
de  Gj)  est  une  figure  inverse  de  S.  Par  suite,  à  toutes  les  sphères  S 
orthogonales  à  une  sphère  fixe  correspondront  ainsi  des  qua- 
driques de  révolution  dont  les  sphères  principales  couperont 
orthogonalement  une  sphère  fixe.  Du  théorème  de  Faure 
(n°  143),  on  déduit  ainsi  le  suivant  : 

Étant  donnés  un  point  fixe  w  et  une  quadrique  Q,  la  sphère 
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qui  jmssc  par  les  projections  thi  junnl  ',^  sur  les  faces  d'un  tc- 
Iracdrc  ct>njiiij;{n'' à  O  coupe  orllio^oiifiletnent  une  s/ilu-/e  Ji.re. 
ffuel  ifue  suit  le  tétraèdre  cnnsidcrê. 

Dans  II'  cas  parliciilM'i- nù  O  csi  un  li\  jin  lioloïdc  (•(|iiilal»"'re, 
cotte  splnMc  li\t'  se  rédiiil  j  un  |il;in. 

Si  le  point  M  est  le  ccnln-  de  (J,  lo  |)()int  a  mémo  puissanco 
parrappnii  au\  ililloronlcs  s|tli('ros  considôroos;  celle  puis- 
sance o>l,  coiniiio  on  sait,  (•iialo  au  carrc'  du  rayon  de  l'écpia- 
Icnr  dos  (pia<lii(pi('s  do  icvolntion  adinetlanl  o)  pour  loyoi 
principal  et  les  sphères  on  (piestion  pour  sphères  princi|)ales. 
Par  suilo  : 

Les  quadrif/ues  de  récolution  harnioinquement  inscrites  à 
une  (]uadri(iiie  fixe  dont  elles  admettent  le  centre  pour  foyer 
principal  ont  le  même  rayon  équatorial. 

Transformations  quadratiques. 

173.  La  Iransformalion  par  inversion  est  un  cas  particulier 
de  la  transformation  quadratique,  que  nous  nous  bornerons 
à  définir  dans  le  cas  de  figures  planes. 

Considérons  doux  transformations  corrélatives  d'une  figure 
|)lane  :  à  tout  point  m  de  cette  figure  correspondent  ainsi 
deu.\  droites  ((ui  se  coupent  i^n  ini  point  m'  :  la  transforma- 
tion quatlrati(jue  fait  correspondre  le  point  m'  au  point  m. 

Une  transformation  corrélative  plane  faisant,  d'après  le 
II"  63,  corres|)ondre  à  tout  |)oint  (a,  3,  y)  la  droite 

kjc  ~  B  r  -f-  (^c  —  o, 

A,  B  et  (]  étant  trois  fonctions  linéaires  de  a,  [3  et  y,  so 
trouve  définie  si  l'on  assujettit  les  droites  corrélatives  do 
huit  points  donnés  à  passer  par  huit  points  donnés.  Si  l'on  no 
se  donne  (|ue  sept  couples  de  points  associés  de  cette  ma- 
nière, la  corrélation  no  sera  plus  définie;  l'équation  de  la 
corrélative  d'un  point  donné  renfermera  linéairement  un  pa- 
ramétre arbitraire.  Par  suite,  toutes  les  corrélations  ainsi 
obtenues  seront  telles  que  les  diverses  corrélatives  d'un  mémo 
point  m  passeront  par  un  même  point  m'.  D'après  la  définition 
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de  la  transformalion  quadratique,  les  points  m  et  m'  se  cor- 
respondent dans  une  telle  transformation.  On  voit  donc  que  : 

En  général,  une  transformation  quadratique  se  trouve  dé- 
finie par  la  donnée  de  sept  couples  de  points  correspondants. 

Nous  savons  (n°  G2)  qu'il  existe  en  général  trois  points  qui 
ont  les  mêmes  corrélatives  dans  deux  corrélations  données; 
dans  une  transformalion  quadratique,  il  y  aura  donc  généra- 
lement trois /?o7f5  tels  que  le  point  correspondant  à  chacun 
d'eux  sera  indéterminé  sur  une  droite;  nous  désignerons  les 
trois  droites  ainsi  obtenues  sous  le  nom  Aq  droites  singulières 
de  la  transformation.  Le  point  conmiun  à  deux  de  ces  droites 
correspond  d'ailleurs  à  tout  point  de  la  droite  déterminée  par 
les  deux  pôles  correspondants. 

174.  De  la  définition  même  de  la  transformation  quadra- 
tique, il  résulte  qu'une  telle  «transformation,  suivie  d'une 
transformation  homographique,  revient  encore  à  une  trans- 
formation quadratique.  Or,  étant  donnée  une  transformalion 
quadratique  arbitraire  {m,  m'),  de  pôles  a,  j3,  y  et  de  droites 
singulières  A,  B,  C,  considérons  une  transformation  homo- 
graphique {m',  m")  dans  laquelle, les  droites  A,  B  et  G  cor- 
respondent aux  droites  ^,  m  Qteti).  La  transformation  {m,  m") 
sera  une  transformation  quadratique  spéciale,  telle  que  la 
droite  qui  joint  deux  des  pôles  soit  la  droite  singulière  qui 
correspond  au  troisième  de  ces  pôles  :  on  la  désigne  sous  le 
nom  de  transformation  du  second  ordre.  On  voit  donc  que  : 

Toute  transformation  quadratique  revient  à  une  transfor- 
mation du  second  ordre,  suivie  d'une  homographie. 

Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  l'étude  de  la  transforma- 
tion du  second  ordre. 
Nous   désignerons   le    triangle   des   pôles  sous  le  nom  de 
"-^iangle  fondamental. 

175.  Par  suite  de  la  définition  de  la  transformation  quadra- 
tique, si  le  point  m  décrit  une  droite  A,  son  conjugué  m', 
dans  une  transformation  du  second  ordre,  décrit  générale- 
ment une  conique.  En  effet,  les  droites  qui  correspondent  au 
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poiiil  m  (laii<  l«'s  dnix  i  «Midaliotis  cnvisai^écs  pivoleiil  clia- 
cuiie  aiiloiir  d'iiii  iioiiit  lixc  et  cm^oikIioiiI  deux  laisccaux  lio- 
mo;:ra|iliii|ii('s  ilunt  les  ra,\oiis  lioiiiolot^^irs  se  et  m  peut  sur  une 
<(iiiit|iu'.  (Icllr  coiiifiuc  j)ass('  (raillciiis  par  les  trois  pùlcs, 
•  loiit  cliatim  correspoml  au  point  où  la  droilc  A  cou|)e  le  C(M<* 
op|)Osé  (1(1  (riaiiulc  fondaiiRMital. 

Il  n'y  a  cxccplinn  (|iie  si  la  droite  A  passe  par  un  des  |)(")les; 
les  laisceanx  lionio'^rapliiques  envisagés  ont  en  ell'el  alors 
nn  rayon  homologue  coniinnn,  (pii  est  la  droite  singulière 
<'ori'es|>on(lant  à  ce  p(jle,  et  le  point  ///  décrit  alors  aussi  une 
droite  passant  par  ce  pcMe. 

\  une  conrlie  {m)  de  degré  //  correspondra  en  gc'ué'ral 
une  courbe  (/«')  de  degré'  2//;  en  eirel,  toute  conifiue  cir- 
conscrite au  triangle  fondamental  coupe  (/«)  en  xn  points, 
et  celte  coui(pie  se  transforme  en  une  droite  qui  coupe  {m') 
aux  >, //  points  correspondants.  D'ailleurs  la  courbe  (a/i')  admet 
les  pôles  pour  points  niidtiples  de  degré  //,  jinisque  chacun 
de  ces  |t(jles  correspond  aux  //  points  où  la  courbe  {ni)  coupe 
le  C(jlé  opposé  du  triangle  fondamental. 

Le  degré  de  (/«';  s'abaisse  d'ailleurs,  quand  la  courbe  {m) 
passe  par  un  des  pijles,  du  noudjre  d'unités  qui  exprime 
l'ordre  de  multiplicité  de  ce  pôle,  et  l'ordre  île  multiplicité 
des  deux  antres  |)ôles  sur  (/«')  s'abaisse  du  môme  nombre. 

Ainsi  : 

A  une  conique  correspond  en  iiénéral  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ndnietlanl  les  pôles  pour  points  doubles. 

A  une  conif/ue  passant  par  un  des  pôles  correspond  une  cu- 
bique admettant  ce  pôle  pour  f)oinl  double  ei  passant  par  les 
deux  autres. 

A  une  coidque  passant  par  deux  des  pôles  correspond  une 
conique  passant  par  ces  deux  pôles. 

A  une  cubique  passant  par  les  trois  pôles  correspond  une 
cubique  analogue. 

170.  Nous  avons  remarqué  (|u'à  toute  droite  A  issue  d'un 
des  pôles  a,  correspond  une  dioite  A'  issue  du  môme  pôle. 
Les  droites  A  et  A'  engendrent  évideiTiment  deux  faisceaux 
homographiques.  D'autre  part,  comme  le  conjugué  du  pôle  ;3 
est  indéterminé  sur  ay,  la  droite  ot.y  est  la  transformée  de  a^; 
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(le  inôme  a(3  correspond  à  ay.  11  en  résulte  (n°  35)  que  les 
faisceaux  homographiqiies  A  et  A'  sont  réciproques,  ou, 
autrement  dit,  que  les  droites  A  et  A' sont  conjuguées  dans 
une  involution  admettant  y.'^j  et  «y  poiu"  rayons  conjugués. 
Par  suite  : 

Une  transformalion  du  seco?Kl  ordre  est  inrolutive  et  se 
trouve  dé/lnie  pa/'  sn/i  triangle  fondamental  et  par  un  couple 
de  points  conjugués. 

Les  rayons  doubles  de  l'involution  AA'  se  correspondent  à 
eux-mêmes;  ainsi,  par  chaque  pôle,  il  passe  deux  droites 
doubles  de  la  transformation,  qui  sont  conjuguées  par  rap- 
port aux  côtés  du  triangle  fondamental.  Deux  droites  doubles 
issues  de  deux  pôles  différents  se  coupent  évidemment  en  un 
I)oint  double  :  la  donnée  d'un  tel  point  suffit,  avec  celle  du 
triangle  fondamental,  pour  définir  la  transformation,  qui 
admet  trois  autres  points  doubles.  On  voit  que  le  triangle  fon- 
damental est  le  triangle  diagonal  du  quadrangle  déterminé 
par  les  quatre  points  doubles. 

En  se  donnant  ces  quatre  points  doubles,  on  définit  donc 
encore  la  transformation;  celle-ci  revient,  par  suite,  à  asso- 
cier à  tout  point  m  le  point  fixe  m'  où  concourent  les  polaires 
du  point  m  relativement  aux  coniques  qui  passent  })ar  les 
quatre  points  doubles.  On  voit  ainsi  (|ue  sur  toute  droite  A  il 
existe  un  couple  de  points  conjugués  :  ce  sont  les  points 
doubles/?  et  q  de  l'involution  déterminée  sur  cette  droite  par 
les  coniques  du  faisceau  considéré.  A  la  droite  A  correspond, 
par  suite,  la  conique  circonscrite  au  triangle  fondamental  et 
qui  passe  par  p  et  '/. 

177.  Si,  par  exemple,  le  faisceau  linéaire  de  coniques  qui 
définit  la  transformalion  est  composé  d'byperboles  équilatères, 
les  points  cycliques  forment  le  couple  de  points  conjugués 
situés  sur  la  droite  de  l'infini  :  ils  se  transforment  donc  l'un 
en  l'autre.  A  la  droite  de  l'infini,  correspond  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  fondamental,  et  à  tout  cercle  correspond 
une  quartique  circulaire  à  trois  points  doubles. 

Cette  transformation  j)articulière  jouit  encore  d'une  autre 
propriété  importante,  qui  provient  d'ailleurs  de  ce  que  les 
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(IroiU's  isotropes  issues  iriiii  iiièiiic  pôle  se  liaiisi'ormeiit  l'iiiie 
ou  l'autre  :  elle  cnuseive  les  angles  de  deux  droites  issu«.'S 
d'un  uièiuf  pôle.  Ou  \oil,  eu  elVci,  (pi'à  ces  tlioiles  corres- 
|)Oud{'nl  leurs  svuiétririues  par  rappnri  aux  difules  doubles 
menées  par  le  pôle  considéré. 

178.  (lûinnie  applicaliou  de  cette  transformation  spéciale, 
nous  allons  trailei   I»'  prohlèuie  suivanl  : 

Troincr  le  lieu  du  i/iuiti  icntc  poinL  caininuit  n  tlciix  para- 
boles circonscrites  à  un  triaiisj^le  donné  et  dont  les  axes  font 
entre  cii.v  un  ant^U;  donne  ('). 

Prenons  le  Iriani^le  donné  poiu'  (riangle  fondamental  d'une 
transformation  du  second  ordre  :  [)uis(pi'il  correspond  une 
droite  à  toute  coniipu'  circonscrite  au  triangle  fondamental 
et  que,  tfaulre  |)arl,  le  cercle  F  circonscrit  à  ce  Irianjile  cor- 
respond à  la  droite  de  l'inlini,  les  paraboles  P  circonscrites  au 
triangle  fondamental  aiimnl  pour  transformées  les  droites  A 
tangentes  au  cercle  F;  au  fiualrième  point  m  commun  à  deux 
paraboles  P  correspondra  le  point  m'  d'intersection  des 
droites  A  correspondantes,  et  les  points  à  l'infini  de  ces  pa- 
raboles aiu'oiU  pour  conjugués  les  points  a  où  ces  droites  A 
toucbent  T.  L'angle  des  axes  de  ces  deux  paraboles  est  donc- 
égal  à  celui  des  droites  ([ui  joignent  les  points  a  à  l'un  quel- 
conque des  pôles.  Si  cet  angle  a  une  valeur  donnée,  le  point 
m'  décrit  évidemment  un  cercle  concentrique  à  F,  c'est-à-dire 
bitangent  à  F  aux  points  cycliques;  le  point  m  décrit  alors  la 
transformée  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  une  courbe  du  qua- 
trième degré  à  trois  points  doubles,  bilangenle  à  la  droite  de 
l'infini  aux  points  cyclifjues. 

Dans  le  cas  paiticulier  où  l'angle  donné  est  droit,  les  deux 
tangentes  A  sont  parallèles,  et  le  lieu  cbercbé  se  réduit  au 
cercle  circonscrit  au  triangle  donné,  résultat  évident,  puisque 
les  points  communs  à  deux  paraboles  dont  les  axes  sont  rec- 
tangulaires sont  (n"  91)  sur  un  nième  cercle. 


(')  I^roblème  proposé  en  1874,  au  Concours  d'admission  à  l'École  Poiytecli- 
nique. 
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179.  iNous  avons  vu  précédemment  qu'à  toute  conique  il 
correspond  une  quartique  ayant  pour  points  doubles  les  som- 
mets du  triangle  fondamental.  Les  tangentes  en  chaque  som- 
met sont  les  droites  conjuguées  de  celles  qui  joignent  ce 
sommet  aux  points  où  le  coté  opposé  coupe  la  conique  con- 
sidérée. Si  celle-ci  est  inscrite  au  triangle  fondamental,  on 
voit  que  les  points  doubles  seront  de  rebroussement.  Si  elle 
lui  est  conjuguée,  les  tangentes  en  chaque  polo  seront  con- 
juguées aux  côtés  du  triangle  fondamental  issus  de  ce  point; 
ces  tangentes  correspondent  alors  aux  tangentes  menées  des 
pôles  à  la  conique  conjuguée  au  triangle  :  il  en  résulte  qu'elles 
coupent  la  quartique  en  trois  points  infiniment  voisins;  au- 
trement dit,  elles  sont  d'inOexion. 

Si  nous  transformons  de  cette  manière  le  second  théorème 
énoncé  au  n°  152,  en  prenant  ï  pour  triangle  fondamental; 
nous  voyons  donc  que  : 

Lorsfj/f' ii/w  <iiiartlqiu'  a  trois  points  doubles  d'inflexion,  les 
quatre  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  d'un  de  ses  points  ont 
leurs  points  de  contact  en  ligne  droite  (  '  ) . 

180.  Si  A,  J3,  C,  A',  ]^'  et  C  désignent  six  droites  tangentes 
à  une  même  conique,  il  existe  une  transformation  du  second 
ordre  telle  que  les  droites  A  et  A',  li  et  B',  C.  et  (7  soient  res- 
pectivement réciproques  (-). 

Les  trois  pôles  sont  les  points  (AA'),  (BB')  et  (CC),  et  l'on 
achève  de  déterminer  la  transformation  en  se  donnant  les 
points  réciproques  (AB)  et  (A'B');  les  droites  A  et  A',  B  et 
B'  sont  bien  alors  réciproques.  Quant  aux  droites  réciproques 
issues  du  point  (CC),  elles  forment  un  faisceau  involutif,  dont 
on  a  deux  couples  de  rayons  conjugués  en  joignant  le  point 
(CC),  d'une  part  aux  points  (AA')  et  (BB')  et,  d'autre  part, 
aux  points  (AB)  et  (A'B'):  ce  faisceau  involutif  est  donc  celui 
des  tangentes  menées  de(CC)aux  coni(|ues  inscrites  au  qua- 


(')  Lagueure,  Nouvelles  Annales,  i>>-X.    T'oir  aussi  le  problème  propo.sé  au 
Concours  général  en   iSç)!). 

(^)   Dui'ORCQ,  Dnll.  de  la  Soc.  math.,   p.  Si;    189.S. 
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drilalète  forme  |t;ir  les  droilos  \,   \'.  lî,  I'.'.   I.;i  |irn|ii  i(''l(''  an- 
no  ticée  en  résulte. 

S'il  existe  ntie  conifiiie  lanirenleà  la(lr<»ile  A  cl  circonscrite 
au  |ientai,'()ne  A'IJU'C.t!',  celle-ci  se  transfonnora  ainsi  en  une 
coni(|ue  lanf,'enle  à  la  droite  A'  cl  circonscrite  au  pcnlaj^one 
AirUCC.  Par  suite  : 

Si  A,  A  ,  |{,  15',  {]  cl  (1'  sonL  sic  taiii^ciilrs  ù  une  roiiiijiic, 
telles  tjiie  la  conique  circonscrite  nu  pentagone  A'BH'(]<i' 
touche  la  droite  A,  la  conique  circonscrite  au  pentagone 
MMJC'C  touchera  la  droite  A'. 

(]orrélalivcnienl  : 

Soit  r.i3456  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  et  tel  qi/r  la 
conique  inscrite  au  pentagone  234'^6  /)asse  par  le  point  i  :  la. 
co/iique  inscrite  au  pentagone  i4365  passera  par  le  point  2  (  '  ). 

ISl.  Kiaiii  données  deux  li-ansfornialions  corréJalives  (a, Ai) 
et  («,  Aj),  qui  à  tout  point  a  d'un  plan  P  font  respectivement 
correspondre  des  droites  A,  et  Aj  d'un  [)lan  P'  dont  nous  dé- 
sij.'-nerons  le  point  d'intersection  par  a',  la  transformation 
(«,«')  représente  la  Iransfoiniation  quadratique  la  plus  géné- 
rale, d'après  la  délinition  môme  (n'^  173)  de  cette  transfor- 
mation. 

Considérons  maintenant  une  autre  transformation  analogue 
{a,  a"),  résultant  de  deux  nouvelles  transformations  corréla- 
tives (<7,  Aj)  et  (a,  Ai),  et  proposons-nous  de  chercher  les 
jioints  a  i\\\  plan  P  tels  que  les  points  a'  et  a"  correspondants 
coïncident. 

11  faut  et  il  suflit  pour  cela  (pie  les  cpuitre  droites  Aj,  Ao, 
A3  et  A4  soient  concourantes. 

Cherchons  donc  d'abord  le  lieu  des  points  a  tels  que  les 
trois  droites  A|,  A,  et  A3  soient  concourantes.  Quand  le  pointa 
décrit  une  droite  arbitraire  A,  les  droites  Ai,  A2  et  A3  pivotent 
autour  de  trois  points  fixes  X,,  1^  et  ^3  :  le  point  commun  aux 
droites  Aj  et  A2  décrit  (11°  175)  une  conique  passant  par  Ài  et 


(')  IIUMBERT,  Comptes  rendus,  1898.  On  voit  que  de  l'existence  d'une  co- 
ni(jue  inscrite  à  un  j)entagone  et  passant  par  un  point  on  déduit  celle  de  cinq 
coniques  analogues. 
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1-2,  et  les  droites  Al  et  A3  se  coupent  de  même  sur  une  conique 
passant  par  >i,  et  >.3.  Les  Irois  points,  autres  que  li,  qui  sont 
communs  à  ces  deux  coniques  correspondent  à  trois  positions 
du  point  a  sur  A,  pour  chacune  desquelles  les  trois  droites 
corrélatives  A,,  A,  et  A3  sont  concourantes.  Le  lieu  cherché 
est  donc  une  cubique  Fj,  (|ui  passe  d'ailleurs  évidemment  par 
les  trois  positions  oc,  (3  et  y  du  point  a  pour  lesquelles  les 
droites  A,  et  Aj  coïncident. 

Nous  obtiendrons  de  même  une  cubique  r3,  telle  que  les 
droites  Aj,  AjCt  Ai  correspondant  à  ses  points  soient  concou- 
rantes. Les  deux  cubiques  r3  et  F^  se  couperont  en  six  points 
différents  de  a,  [3  et  y,  et  tels  que  les  points  a'  et  a"  corres- 
I)ondants  coïncident.  Ainsi  : 

Etant  données  dans  un  même  plan  deux  transformations 
(juadratiques  d'une  même  figure  plane,  il  existe  générale, 
ment  six  points  de  cette  figure  tels  que  les  deux  points  cor- 
respondants coïncident. 

182.  Ceci  posé,  considérons  toutes  les  transformations  qua- 
dratiques {a,  a")  telles  que  pour  cinq  positions  données  i,  2, 
3,  l\,  5  du  point  a  le  point  a"  coïncide  avec  le  point  a' ,  con- 
jugué du  point  a  dans  une  transformation  quadratique  donnée. 
Toutes  les  cubiques  qui  passent  par  ces  cinq  points  et  par  les 
pôles  a,  j3,  y  de  la  transformation  (a,  a')  ont  un  neuvième 
point  fixe  6,  et  il  résulte  de  la  démonstration  qui  précède 
(|ue  le  point  6'  coïncide  avec  6".  Donc  : 

La  donnée  de  cinq  couples  de  points  conjugués  dans  une 
transformation  quadratique  de  deux  figures  planes  en  déter- 
mine un  sixième  ('). 

183.  Voici  une  application  de  cette  propriété.  Elle  repose 
sur  le  théorème  suivant  : 

Etant  données  dans  l'espace  deux  positions   d'une  même 


(')  Dui'ORCQ  {C.  R.,  16  mai  1898).  —  Dans  le  cas  où  les  cinq  couples  donne's 
sont  conjugués  dans  une  transformation  liomograpliif|i!e,  le  sixième  couple  n'est 
plus  déterminé  :  il  existe  alors  une  intiuité  de  couples  de  points  conjugués,  qui 
se  correspondent  homograpliiquement  sur  deux  coniques. 
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ftroitc,  1rs  jtlans  /x'/fiffidiciilnircs  nu  ntilicii  ilrs  sr-^nicnls  i/ui 
joignent  (leur  fiosititins  d'un  mvnw  jioinl  ilr  cette  droite  /tas- 
sent par  une  droite  fixe,  «juel  (jite  soit  le  jioint  choisi  sur  la 
droite. 

Soient,  cm  ollel,  (i^  et  r/.,,  ^,  cl  b^,  c,  cl  ( .,  les  deux  positions 
prises  par  trois  points  a,  h  el  c  de  la  droite  considérée.  Soit  /// 
nn  point  (piclc()n(|nc  de  l'intersection  des  plans  perpendicu- 
laires an\  sc;,Mncnls  f/,,(i..  cl  A,,  //,  en  Icnrs  niilienx:  ce  point 
est  éqnidistant  i\ci^  points  «,  et  cin,  ainsi  (jue  des  points  />, 
cl  Oi.  Les  Irianj^dcs  nic/tf/i  cl  niaih.,  sont  donc  égaux;  en  les 
faisant  coïncider,  on  amènera  aussi  en  coïncidence  c,  elCj; 
par  suite,  le  point  m  est  équidislanl  de  ces  points,  el  se 
trouve,  par  suite  aussi,  dans  le  plan  noiinal  ;mi  milieu  du 
segment  CiC.,. 

Oci  posé,  considérons  dans  l'espace  deux  positions  I*, 
et  1*2  diin  |)lan  P,  el  soil  V  un  plan  (i\e;  désignons  par  a, 
et  On  les  lieux  positions  d'ini  même  point  a  du  plan  P,  el  fai- 
sons correspondre  à  ce  poijil  la  droite  A3  suivant  laquelle  le 
plan  1*'  coupe  le  plan  normal  au  milieu  du  segment  a, a,. 
D'après  le  théorème  précédent,  celte  Iransformalion  est  cor- 
rélative, car,  si  le  point  a  décrit  une  droite  du  plan  P,  la 
droite  A3  passe  par  un  point  fixe  du  plan  P'.  En  considérant 
une  troisième  position  P..  du  plan  i*,  on  associera  de  môme 
à  tout  point  a  de  ce  plan  la  droite  K,  du  plan  P',  située  dans 
le  plan  normal  au  milieu  de  o^a,^. 

Des  deux  transformations  corrélatives  («lAs)  el  («lA,) 
nous  déduisons  une  transformation  quadratique  {a,  a'):  le 
point  a',  commun  aux  droites  A3  el  A,,  est,  par  suile,  éqnidis- 
tant des  points  a,,  a^  et  «3:  c'est,  en  définitive,  le  point  oij  le 
plan  P'  coupe  l'axe  de  la  circonférence  {a^a^a^). 

Or,  en  se  donnant  les  dislances  de  cinq  points  donnés  du 
plan  P  à  cinq  points  donnés  du  plan  P',  on  ne  détermine  pas 
la  position  du  plan  P,  puisciu'il  faut,  comme  on  sait,  six  con- 
ditions indépendantes  pour  déterminer  dans  l'espace  la  posi- 
tion d'une  figure  égale  à  une  figure  donnée.  Le  plan  P  peut 
donc  se  déplacer  dans  l'espace  de  sorte  que  cinq  de  ses 
points  restent  sur  des  sphères  dont  les  centres  appartiennent 
au  plan  fixe  P'.  Soient  P,,  P.,  P3  et  P4  quatre  de  ses  posi- 
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lions.  On  aura  (leu\  Iransformalions  qiiadraliqnes  {a,  a') 
et  {a,  a")  en  associant  au  point  a  les  points  où  le  plan  P' 
coupe  les  axes  des  circonférences  {aia.,a-i)  et  (a']»,'^',)-  Or 
dans  ces  transformations  on  a  cinq  couples  de  points  conju- 
fïués,  indépendants  des  quatre  positions  choisies  du  plan  P; 
il  en  existe  donc  un  sixième,  d'après  le  numéro  précédent. 
Donc  : 

Si  un  plan  P  se  (léjdacc  dans  l'espace  de  sorte  que  cinq  de 
ses  points  restent  sur  des  sphères  dont  les  centres  appartiennent 
à  un  plan  fini  P',  il  existe  dans  le  plan  P  un  sixième  point 
Jouissant  de  la  même  propriété  (^). 

On  voit  ainsi  que  si  6  et  6'  forment  le  sixième  couple  de 
points  conjugués  dans  toutes  les  transformations  quadratiques 
(|ui  admettent  cinq  couples  donnés  de  points  conjugués  i  et  i', 
2  et  i' ,  3  et  3',  /j  et  [\' ,  5  et  5',  on  jieut  placer  les  deux 
figures  123456  et  i'2'3'4'5'6'  dans  une  position  relati<>'e  arbi- 
traire, et  relier  par  six  tiges  articulées  les  points  correspon- 
dants sans  que  le  système  ol)lenu  cesse  d'être  déformable. 

184.  La  transformation  quadratique  est  un  cas  particulier 
des  transformations  bi rationnelles  :  on  nomme  ainsi  les  trans- 
formations telles  qu'à  tout  point  de  l'une  des  figures  ne  cor- 
responde en  général  qu'un  point  de  l'autre.  Il  existe  toujours 
alors  des  points  singuliers  dont  les  conjugués  ne  sont  pas 
déterminés. 

Ces  transformations  ont  été  étudiées  par  le  géomètre  ita- 
lien Cremona,  qui  a  montré  qu'elles  peuvent  toujours  se 
ramener  à  une  suite  de  transformations  quadratiques. 

Transformation  de  Lie. 

185.  Un  peut  imaginer  beaucoup  d'autres  modes  de  trans- 
formation des  figures;  on  peut,  d'une  manière  générale,  faire 
se  correspondre  entre  eux  d'une  infinité  de  manières  tous  les 
êtres  géométriques  qui  dépendent  d'un  môme  nombre  de  pa- 

(•)    DUPOUCQ,    loc.   cil. 
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i;iiiit''lres  ;irliilr;iii('s.  I';ir  ('\«mii|iIo,  on  pciil  assoritM*  onlrc  (mi\ 
IfS  points  (le  ros[);ici'  cl  les  cercles  ddii  |)|;in,  les  dioilcs  de 
r«*space  et  les  sphèios.  etc. 

Parmi  ces  diverses  li  iiiislornialioiis,  les  Iraiisfornialioris  de 
onlarl  sont  c(d!e>  (|iii  niiMiieni  le  plds  dT-ire  éiiidiées,  car 
elles  jouent  un  lùle  ini[inri;iiii  iluns  la  théorie  des  équations 
diiïérenlielles,  où  les  a  inlroduiles  le  g:énio  de  Soplius  Lie. 

Au  déhuf  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  déjà  indi(pié  (n"*  18 
à  'l'I)  coninieni  |)eu\enl  s'oittenir  ces  liansformalions  :  comme 
nous  linons  \u,  on  peut  délinir  cliacune  d'elles  en  associant 
à  tout  point  de  l'espace  inie  nntltipUcité  (\\°  22)  qui  peut  être, 
selon  les  cas,  une  surface,  une  courlie  ou  un  poini.  Toutes 
les  nnilli|)licilés  (pii  correspondent  iiin-i  ;iii\  divers  points  de 
r<'space,  et  de|M'iiden!,  par  suite,  de  trois  paramètres  indé- 
pendants, forment  ce  qu'on  nomme  im  complexe.  Si  ion  ne 
"lonsidère  que  les  multiplicités  qui  correspondent  aux  points 
d'une  surface  S,  on  ohlienl  une  congnience  :  toutes  cesmul- 
li|dicilés  contiennent  chacune  un  ou  plusieurs  éléments  de 
contact  d'une  même  multiplicité  fixe,  qui  est  justement  celle 
qui  correspond  à  la  surface  S  dans  la  transformation  de  con- 
tact envisagée. 

18G.  Lue  classe  intéressante  de  transformations  de  contact 
comprend  celles  dans  lesquelles  les  multiplicités  qui  corres- 
pondent aux  divers  points  m  de  l'espace  sont  des  droites  A. 
Ces  droites  forment  un  complexe;  aux  points  d'une  courhe 
correspondent  les  génératrices  d'une  surface  réglée,  et,  à 
«eux  d'une  surface,  les  droites  d'une  congruence. 

A  deux  courhes  passant  par  un  même  point  m  correspondent 
ainsi  deux  surfaces  réglées  admettant  A  pour  génératrice 
commune  :  ces  deux  surfaces  se  touchent  donc,  comme  on 
sait,  en  deux  points  de  A;  les  deux  éléments  de  contact  ainsi 
communs  à  ces  surfaces  correspondent  tous  deux  à  l'élément 
de  contact  commun  aux  deux  courhes  envisagées.  Si  le 
point  m  décrit  une  surface  S  on  voit  donc  que  les  droites  A 
de  la  congruence  correspondante  louchent  chacune  en  deux 
points  la  multiplicité  qui  correspond  à  S;  celle-ci  est  appelée 
\a  focale  de  la  congruence.  Elle  a  deux  nappes,  qui  peuvent, 
dans  certains  cas,  être  algébriquement  distinctes. 
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Ce  cas  se  produit,  par  exemple,  si  le  complexe  des  droites  A 
est  formé  par  les  tangentes  à  une  multiplicité  fixe  :  c'est  ce 
qui  arrive  pour  la  transformation  de  Lie,  dont  nous  allons 
dire  quelques  mots;  les  droites  A  sont  alors  celles  du  com- 
plexe formé  par  les  droites  isotropes. 

187.  L'exposé  de  celte  transformation  se  simplifie  au  moyen 
des  remarques  suivantes  : 

Nous  avons  vu  (n°  28)  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  où  une  génératrice  d'une  quadrique  rencontre 
quatre  génératrices  fixes  de  l'autre  système  est  constant  :  on 
peut  l'appeler  le  rapport  anharmonique  des  quatre  généra- 
trices en  question.  JNous  désignerons  de  plus  par  denii-qua- 
drique  l'ensemble  formé  par  les  génératrices  d'un  même  sys- 
tème d'une  quadrique. 

Ceci  posé,  étant  données  deux  demi-quadriques  Q  et  Q',  si 
l'on  associe  deux  à  deux  leurs  génératrices  G  et  G'  de  manière 
qu'à  toute  génératrice  G  ne  corresponde  qu'une  génératrice  G' 
et  réciproquement,  on  dira  que  G  et  G'  divisent  homographi- 
quement  les  demi-quadriques  Q  et  Q'.  Si  l'on  considère  sur 
chacune  de  ces  surfaces  une  génératrice  de  système  différent 
de  celui  de  G  ou  de  G',  les  génératrices  G  et  G'  correspon- 
dantes y  tracent  évidemment  deux  divisions  homographiques; 
on  en  déduit  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des  quatre 
génératrices  G  et  des  quatre  génératrices  G' correspondantes. 

188.  Soient  maintenant  Q,  Q'  et  Q"  trois  demi-quadriques 
passant  par  une  même  conique  F,  et  ayant  une  génératrice 
commune  A.  Considérons  d'autre  part  les  génératrices  A 
d'une  autre  demi-quadrique  S,  contenant  également  la  co- 
nique r.  Chaque  droite  A  coupe  O,  Q'  et  Q"  en  trois  points 
extérieurs  à  F,  par  chacun  desquels  il  passe  une  génératrice  G, 
G'  ou  G"  des  demi-quadriques  Q,  Q'  ou  Q".  Ces  génératrices 
se  correspondent  homographiquement  sur  ces  surfaces,  car 
la  donnée  de  l'une  détermine  évidemment  les  deux  autres; 
d'ailleurs  la  génératrice  A  se  correspond  évidemment  à  elle- 
même. 

Réciproquement,  considérons  sur  Q,  Q'  et  (>"  trois  divi- 
sions homographiques  de  génératrices  G,  G'  et  G"  telles  que 
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la  génùraliice  A  cumeidc  avec  .ses  lioinologiios.  A  loiil 
frroiip*'  (lo  (li'oilos  lioniulo^Mics  Ci,  i]'  et  (i"  correspond  iiii(> 
(lioile  Miii(|ue  (  '  )  A,  i|iii  s'appuie  à  la  lois  sur  (î,  (j',  (î'  et  P. 
(x"s  droites  A  eiiireiidreiil  une  deMii-((uadii(pM'  |)assanl  par  F, 
car  uiw  telle  deuii-rpiadricpu»  est  délinic  par  deux  positions 
de  A,  el,  d'autre  pari,  les  trois  divisions  liouioirraplii(|ucs 
considérées  sont  déterminées  par  la  donnée  de  deux  ^Mdiipos 
de  généralrice>  honiolo^Mies  (en  uiilre  de  celui  des  généra- 
trices A). 

ISi).  (les  reniarrpies  faites,  passons  à  l'élude   de   la    trans- 

fonnalion  de  Lie.  On  peut  la  ilélinir  en  disant  qu'à  tout poi/U 

de  l'espace  elle  fait  correspondre  une  droite  isotrope,  de  telle 

^panière  que,  à  des  points  en  ligne  droite  correspondent  des 

génératrices  d' un  nu'-nie  système  d'une  sphère. 

Nous  allons  montier  qu'on  peut  définir  une  telle  transfor- 
mation de  sorte  qu'à  cin(|  |)oinls  arbitraires  de  l'espace,  i,  2, 
3,  \  et  5,  correspondent  cinf(  droites  isotropes  quelconques, 
A,,  A,,  A„  A.  et  A,. 

Désignons  en  ell'et  jiar  0,03  la  droite  isotrope  unique  (|ui 
s'appuie  à  la  fois  sur  A,,  Aj  et  A3;  considérons  de  même  les 
droites  D,,;  el  I),,.-,-  Ces  trois  droites  isotropes  aj)parliennenl 
à  la  sphère  déterminée  par  les  génératrices  Ai  et  A,  :  elles 
définissent  donc  une  demi-sphère  S,,.  Soit  maintenant  m  un 
point  quelcon(|ue  de  l'espace  :  au  plan  12m  faisons  corres- 
pondre sur  8,2  la  génératrice  D,-,  telle  que  le  rapport  aniiar- 
monique  des  quatre  génératrices  D123,  l)i24,  INss  et  D,.2  soit 
égal  au  rapport  anharmonique  12  (34")/«).  Définissons  de 
même,  sur  les  demi-sphères  8,3  et  S31,  analogues  à  S12,  des 
génératrices  D.23  et  D,,,  correspondant  aux  plans  23met3i/«. 
Désignons  enfin  par  A  la  droite  isotrope  unique  qui  s'ajipuie 


(')  On  suppose,  bien  entendu,  que  A  coupe  G,  G'  et  G"  en  deliors  de  F.  Il 
n'existe  qu'une  telle  droite,  car  la  quadrique  TGG'  ne  peut  couper  Q"  suivant 
une  génératrice  G"  :  elle  la  couperait  en  ell'et  aussi  suivant  une  génératrice  de 
système  différent;  il  faudrait  donc  que  G  et  G'  coupassent  Q"  en  des  points 
d'une  même  génératrice,  de  système  différent  de  celui  de  A;  or  on  suppose  que 
les  génératrices,  autres  ([uo  A,  suivant  lesquelles  Q"  coupe  Q  et  Q',  ne  sont  pas 
confondues.  Il  n'y  a  exception  que  si  G,  G'  et  G"  se  coupent  en  un  même  point 
de  r. 

D.  10 
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il  la  fois  sur  Djo.  D23  et  D31.  A  lout  point  jh  de  l'espace  corres- 
pond ainsi  une  droite  isotrope  A,  et  réciproquement. 

Supposons  maintenant  que  le  point  ni  décrive  une  droite 
quelconque  :  les  plans  iitn,  20m  et  3i7?i  engendrent  alors 
trois  faisceaux  homographiques,  dans  lesquels  trois  plans  ho- 
mologues se  confondent  avec  le  plan  i23;  les  droites  l),,, 
D.23  et  D31  décrivent  donc  sur  les  demi-sphères  Si,,  S23  et  S31 
trois  divisions  homographiques,  dans  lesquelles  trois  généra- 
trices homologues  se  confondent  avec  la  droite  Djos,  qui 
correspond  au  plan  128  sur  chaque  demi-sphère.  Par  suite 
(n"  188)  la  droite  A  engendre  bien  une  demi-sphère.  Réci- 
proquement toute  demi-sphère  correspond  à  une  droite  de 
l'espace. 

190.  L'existence  de  la  transformation  de  Lie  se  trouvant 
ainsi  établie,  cherchons  la  relation  géométrique  à  laquelle 
doivent  satisfaire  quatre  di'oites  isotropes,  A,  B,  C  et  D,  qui 
correspondent  à  quatre  points  a,  b,  c  et  d  d'un  même  plan. 
Aux  droites  ab  et  cd  correspondent  les  demi-sphères  AB  et 
CD,  qui  ont  une  génératrice  commune,  correspondant  au 
point  d'intersection  des  droites  cfb  et  cd.  Les  sphères  AB  et 
CD  ayant  ainsi  une  première  génératrice  commune,  en  ont 
une  seconde,  qui  rencontre  les  quatre  droites  A,  B,  C  et  D; 
ces  quatre  droites  s'appuient  donc  sur  une  même  droite  iso- 
trope. Ainsi  : 

Aux  points  d' lui  plan  correspondent  des  droites  isotropes 
s'appuyant  sur  une  même  droite  isotrope. 

La  réciproque  est  immédiate. 

191.  Puisque  toute  demi-sphère  correspond  à  une  droite 
de  l'espace,  il  en  est  de  même  de  tout  cône  isotrope.  Chacun 
d'eux  correspond  à  une  droite  d'un  certain  complexe;  on 
peut  encore  dire  que,  dans  la  transformation  inverse,  les 
droites  de  ce  complexe  correspondent  aux  divers  points  de 
l'espace. 

Si  l'on  considère  tous  les  cônes  isotropes  qui  ont  une  géné- 
ratrice commune,  chacun  d'eux  correspond  à  une  droite  pas- 
sant  par   le  point  auquel  correspond  cette  génératrice,  et 
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aussi,  d'après  le  mimcn»  pircédciil,  siUiée  dans  un  plan  fixe. 
On  en  déduit  cjuc  le  complexe  des  droites  auxquelles  corres- 
I»()nd(Mil  (les  (unes  is()tro[)os  est  te!  rpie  toutes  celles  (jui 
passent  par  un  point  lixe  sinil  <lan>  un  plan  fixe,  et  récipro- 
quement. On  dit  ([u'elles  forment  un  complexe  linéaire. 

Toutes  les  droites  de  ce  complexe  (A)  qui  rencontrent  une 
droite  fixe,  I),  correspondent,  dans  la  transformation  inverse 
de  celle  de  Lie,  aux  points  de  la  demi-sphère  S  (|uc  la  trans- 
formation de  Lie  associe  à  I)  ;  comme  ces  i)oints  appartiennent 
aussi  à  une  autre  demi-splière  S'  (  telle  que  S  et  S'  forment  une 
même  sphère),  les  droites  en  question  rencontrent  aussi  une 
autre  droite  1)'.  On  dit  cpie  lesdroitesl)  cl \)'  ^owi  conjuguées 
au  coniplejoe.  On  peut  donc  dire  que  : 

Par  la  transformation  de  Lie,  toute  sphère  correspond  à 
deux  droites  conjuguées  à  un  complexe  linéaire. 

1!)2.  La  transformation  île  Lie  est  surtout  intéiessante  par 
ses  ap[dicalions  à  la  théorie  des  surfaces,  car  elle  transforme 
les  lignes  asvmptotiques  d'une  surface  en  lignes  de  courbure 
de  sa  transformée.  Mais  elle  peut  aussi  être  employée  avec 
avantage  dans  l'étude  de  la  géométrie  des  sphères. 

I*ar  exemple,  le  Ihéorcme  suivant  : 

Toutes  les  droites  qui  rencontrent  trois  droites  fixes  en  ren- 
contrent une  infinité, 

l'om-nit  le  sui\ant  : 

Toutes  les  sphères  tangentes  à  trois  sphères  fixes  en  touchent 
une  infinité. 

L'enveloppe  de  ces  sphères,  qui  correspond  à  une  hyper- 
boloïde,  est  donc  une  surface  qui  peut  être  considérée  de 
deux  manières  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  à  un  para- 
mètre variable  :  c'est  la  cyclide  de  Diipin  (•). 


(  '  )  Sur  la  transformation  de  Lie,  on  consultera  avec  profit  une  conférence  de 
M.  Klein  {Sonv.  yJnn.,  janvier  1896). 


EXRUCICES. 


1.  Si  a,  0,  c  e[  d  désignent  quatre  points  fixes  d'une  cubique  gauclie 
cl  A  une  corde  quelc()n(]ue  de  celle  courbe,  le  rapport  anharmonique 
A(rt,  /j,  c,  d)  est  constant. 

"     *î.  Le  rapport  anliarmoni(]uc  de  quatre  tangentes  à  une  conique  est 
égal  à  celui  îles  quatre  i)oints  de  contact. 

3.  Soient  C  cl  C  deux  cercles  fixes,  et  r  un  cercle  variable,  ortho- 
gonal à  C;  l'axe  radical  de  C  et  de  r,  et  l'axe  radical  de  C  et  de  r,  se 
corres|)on(leiit  dans  deux  figures  liomologiques. 

Problème  analogue  dans  l'espace. 

4.  Étant  données  dans  resj)ace  deux  figures  liomographiques,  à 
loutes  les  droites  A  issues  d'un  point  de  l'une  corres|)ondcnt  des 
droites  A'  issues  du  point  homologue.  Les  droites  A  (pii  coupent  les 
droites  A'  correspondantes  forment  un  cône  du  second  degré;  le  point 
commun  à  ces  droites  décrit  une  cubique  gauche. 

ri.  Étant  donnés  dans  un  plan  trois  couples  de  points  conjugués  de 
deux  figures  liomographiques,  ainsi  qu'une  des  droites  doubles,  con- 
struire le  point  d'intersection  des  deux  autres  droites  doubles. 

Problème  analogue  dans  l'espace. 

0.  Soient  : 

abc  et  a' h' c  deux  triangles  d'un  même  plan; 
a  le  point  commun  aux  droites  hc  et  h' c'\ 

a'  celui  où  se  coupent  les  parallèles  menées  respectivement  à  ces  droites 
par  a  et  a' . 

Les  trois  droites  analogues  à  aa'  sont  concourantes. 

7,  Étant  données  dans  le  plan  deux  figures  corrélatives,  le  lieu 
des  points  de  l'une  situés  sur  leurs  droites  corrélatives  est  une  conique, 
qui  est  bitangente  à  sa  corrélative. 

Problème  analogue  dans  l'espace. 

8.  Prouver  qu'il  existe  des  corrélations  dans  lesquelles  tout  point  est 
situé  sur  son  plan  corrélatif. 
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Toute  droite  passant  par  un  point  et  située  dans  le  plan  corrélatif 
coïncide  alors  avec  sa  corrélative  :  on  dit  que  ces  droites  forment  un 
complexe  linéaire.  Deux  figures  correspondantes  dans  cette  corrélation 
sont  aussi  dites  conjuguées  au  complexe. 

9.  Tout  complexe  linéaire  est  défini  par  cinq  droites. 

10.  On  désigne  sous  le  nom  de  congrucnce  linéaire  l'ensemble  des 
droites  qui  s'appuient  sur  deux  droites  fixes  :  une  congruence  se  trouve 
définie  par  quatre  droites. 

Lorsque  six  droites  i,  2,  3,  4,  5  et  6  appartiennent  à  un  même  com- 
plexe linéaire,  les  trois  congruences  linéaires  (1234;,  (3456)  et  (56i2) 
ont  en  commun  deux  droites. 

11.  La  droite  qui  joint  un  point  de  Taxe  non  focal  d'une  conique  à  un 
foyer  coupe  la  directrice  correspondante  au  même  point  que  la  droite 
qui  joint  les  pieds  des  normales  menées  du  point  considéré  à  la 
conique. 

12.  Sur  les  normales  à  une  conique,  les  segments  compris  entre  le 
point  d'incidence  et  les  axes  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  lon- 
gueurs des  axes. 

13.  La  longueur  des  normales  menées  à  une  conique  par  un  point  de 
l'axe  non  focal  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  de  ce  point 
aux  foyers. 

14.  Par  chaque  point  d'une  parabole  on  porte,  parallèlement  à  une 
direction  fixe  et  dans  un  sens  déterminé,  une  longueur  égale  à  la 
distance  de  ce  point  au  foyer.  L'extrémité  de  celte  longueur  décrit  une 
parabole,  dont  l'axe  passe  par  un  point  fixe,  indépendant  de  la  direc- 
tion choisie. 

lo.  Le  centre  d'une  hyperbole  équilalère  et  le  pôle  d'une  corde 
quelconque  sont  conjugués  au  cercle  décrit  sur  cette  corde  comme 
diamètre. 

16.  On  considère  deux  coniques  bi tangentes  admettant  pour  centres 
deux  points  donnés  et  vues  toutes  deux  d'un  point  donné  sous  un 
angle  droit.  Le  pôle  de  la  corde  de  contact  est  l'un  ou  l'autre  des  deux 
points  fixes. 

17.  A  une  conique  fixe  et  à  un  cercle  variable  passant  par  les  foyers 
on  mène  les  tangentes  communes.  Lieu  de  leurs  points  de  contact  avec 
le  cercle. 

18.  A  une  conique  fixe  et  aux  hyperboles  équilatères  concentriques 
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et  passant  par  les  foyers  ou  iiu-nc  les  tani^enles  communes.  Lieu  de 
leurs  points  de  contact  avec  ces  liy|>orljoles. 

I'.».  filant  donnés  deux  points  fixes  a  et  a',  lieu  des  points  m  cl  m' 
lois  que  le  quadrilatère  «/««'///'  soit  inscriptible  à  un  cercle  et  (pio  la 
parabole  inscrite  à  ce  (|uadrilatère  ait  |t(nir  foyer  un  point  donné. 
Enseloppe  de  la  droite  mm'  et  enveloppe  de  la  parabole  considérée. 

:20.  Les  hyperboles  é(|uilatères  conjuguées  a  un  triani,'le  passent  par 
les  ceuires  des  cercles  inscrits  cl  cvinscrils. 

;21.  On  considère  les  Irianjiles  conjugués  à  une  conique  et  d'orlho- 
centre  donné  :  lieu  de  leurs  sommets  et  enveloppe  de  leurs  côtés.  Lieu 
des  centres  des  cercles  inscrits  à  ces  trianj^dcs. 

22.  On  considère  une  \\\  perbole  équilatèro  II  de  centre  lo,  et  le  cercle 
qui  passe  par  les  |»oiiits  conuiiuns  à  cette  courbe  et  à  une  droite 
fixe  D:  montrer  que  le  polo  de  la  seconde  corde  commune,  par  rapport 
à  II,  reste  fixe  quand  cette  coni(|uc  varie  en  conservant  lo  môme 
centre. 

23.  S'il  existe  des  triangles  inscrits  à  un  cercle  C  et  circonscrits 
à  un  cercle  t^,  le  demi-produit  de  leurs  diamètres  est  égal,  on  \aleur 
absolue,  à  la  puissance  par  rapport  à  C  du  centre  de  C. 

24.  Étant  données  deux  hy[)erbol8S  équilatères  concentriques  H  et  II', 
pour  qu'il  existe  des  triangles  inscrits  à  II  cl  circonscrits  à  H',  il  faut 
et  il  suffît  que  les  foyers  de  H'  soient  sur  les  directrices  de  H. 

25.  On  considère  deux  coniques  coaxiales,  C  et  C,  telles  (pi'il 
existe  des  triangles  T  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  :  les  normales 
à  C  aux  sommets  de  T  sont  (n"  101)  concourantes. 

1°  Le  centre  w  de  riiyperljole  d'Apollonius  correspondante  est 
sur  C. 

•2"  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  est  une  conique. 

3°  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  T  coupent  orthogonalement 
un  cercle  fixe. 

4"  Les  normales  à  C  aux  points  de  conlacl  des  côtés  du  triangle  T 
sont  concourantes. 

5°  Le  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points  de  contact  passe  par  w. 

26.  Étant  données  deux  coniques,  les  triangles  déterndnés,  l'un  par 
trois  de  leurs  points  communs,  l'autre  par  trois  de  leurs  tangentes 
communes,  sont  homologiques. 

27.  Étant  donnés  deux  triangles  homologiques  ABC  et  A'B'C,  lo 
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triangle  des  droites  (BC,  B'C),  (AC,  A'C),  (AB'A'B)  et  le  triangle  des 
points  {Ijc\  l)'c),  {ac\  a  c),  {ah',  a  h)  sont  aussi  homologiques. 

28.  On  considère  les  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  un  point 
fixe  et  sont  bitangentes  à  une  conique  donnée.  Enveloppe  de  la  corde 
de  contact. 

29.  Les  sphères  qui  passent  par  trois  i)oinls  fixes  d'une  cubique 
gauche  la  coupent  en  trois  autres  points  dont  le  plan  a  une  direc- 
tion fixe. 

30.  Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  cinq  points  d'une  biqua- 
dratique  gauche  la  coupent  en  trois  autres  points  dont  le  plan  passe  par 
un  point  fixe  de  la  biquadratique. 

31.  Soient  aia%a^a^^  bib^b^l)!,  et  ciC2C3Ci  les  points  où  une  biqua- 
dratique gauche  coupe  trois  plans.  Les  plans  r/i/^iC),  rr^boCo,  a^b^Cs 
et  ciibi^c^  coupent  la  courbe  en  quatre  autres  points  situés  dans  un 
même  plan. 

32.  Lieu  des  sommets  des  cônes  qui  contiennent  une  conique  fixe  et 
dont  un  axe  passe  par  un  point  fixe  du  plan  de  cette  courbe. 

33.  Étant  donné  un  quadrilatère  symétrique  par  rapport  à  une  dia- 
gonale, le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  est  un  cercle. 

34.  Étant  données  deux  coniques  ayant  leurs  foyers  en  ligne  droite, 
lieu  des  ombilics  des  coniques  homofocalcs. 

35.  On  considère  deux  quadriques  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent  ;  leurs  plans  tangents  communs  touchent  une  troisième 
quadrique  de  révolution,  dont  l'axe  est  dans  le  plan  des  deux  premiers. 
Les  six  foyers  principaux  forment  les  sommets  d'un  quadrilatère. 

36.  Lieu  des  sommets  des  tétraèdres  conjugués  à  la  fois  à  deux  qua- 
driques qui  varient  en  restant  concentriques  et  homothétiqucs. 

37.  Étant  donnés  cinq  points  dans  l'espace,  les  cinq  quadriques 
admettant  l'un  pour  centre  et  conjuguées  au  tétraèdre  des  quatre  autres 
sont  homothétiqucs. 

38.  Lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  les  cônes  du  second  degré 
ayant  ces  points  pour  sommets  et  passant  par  cinq  points  fixes  soient 
tangents  à  ce  plan.  Enveloppe  de  la  génératrice  de  contact. 

39.  Lieu  de  rorthocentrc  des  triangles  déterminés  par  une  cubique 
équilatère  sur  des  plans  parallèles. 
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-10.  l-'Uiiil  (loMM(^o  une  spliôrc  S  odmclljinl  pctiir  coiUroun  |)oiiil  d'uiu» 
cul)ii|iie  riiuilatLTc,  il  cxisli?  une  iiiliiiilé  tic  lôtraùdres  inscrits  a  la 
cul)i(|tR>  t'I  c(iiijui:ut's  à  Z.  Les  sphères  circonscrites  à  ces  létraèdrcs 
passent  par  deux  points  fixes  de  la  cul)i(iuc.  Lieu  des  centres  de  ces 
sphères. 

A[.  Lieu  des  |)oinls  do  contact  dos  tangentes  de  direction  donnée 
menées  aux  |)arabolcs  inscrites  à  un  triangle. 

45.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  de  direction  donnée 
menées  aux  paraboles  cjui  passent  par  deux  points  et  dont  l'axe  a  une 
direction  donnée. 

43.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  de  direction  donnée 
menées  à  des  quadriques  homolhétiques  et  passant  par  une  conique 
fixe. 

41.  Par  un  point  fixe  on  mène  les  tangentes  à  chacune  des  coniques 
d'un  système  homofocal;  les  normales  aux  points  de  contact  so  coupent 
sur  une  droite  fixe. 

Ai).  Lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  menées  aux  coniques 
d'un  système  homofocal  en  leurs  points  de  rencontre  avec  une  droite 
fixe. 

46.  Étant  donnés  un  point  w  et  deux  droites  A  et  B,  on  considère  les 
coniques  de  loyer  oj  admettant  pour  directrices  correspondantes, 
l'une  A  et  l'autre  B,  et  tangentes,  la  première  à  B  et  la  seconde  à  A; 
leurs  paramètres  sont  égaux. 

47.  Enveloppe  des  coniques  de  foyer  et  de  i)aramèlre  donnes,  tan- 
gentes à  une  droite  fixe,  ou  passant  par  un  point  fixe. 

48.  Étant  données  deux  coni(jues  admettant  un  môme  foyer  oj,  on 
prend  sur  ciiacnne  d'elles  deux  points  ni  et  m',  tels  que  l'angle  /mu m' 
ait  une  valeur  donnée.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  m 
et  en  m'. 

49.  Étant  donnés  deux  triangles  abc  et  a' b'  c',  lieu  des  points  m  et 
m'  de  leurs  plans,  tels  que  les  distances  ma,  mb  et  me  soient  respecti- 
vement égales  aux  distances  m'a\  m' b'  et  m' c'. 

bO.  Étant  donné  un  hexagone  i23456  inscrit  à  une  conique,  les 
points  5,  6,  (i5,  26),  (16,  25),  (35,  46),  (36,  45)  sont  sur  une  même 
conique. 

51.  Étant  donnés,  dans  un  plan,  quatre  couples  de  points,  («,  a'). 
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(h,  h'),  (c,  c'),  {cl,  cl'),  il  existe  généralement  dans  ce  plan  deux  cou- 
ples de  points  (.r,  x')  tels  que  chacun  des  quatre  quadrUatères  analo- 
gues au  quadrilatère  oci'xx'  soit  inscriplible. 

52.  Soit  Q  une  quadrique  passant  par  le  sommet  d'un  cône  équila- 
tère  S.  Les  plans  interceptés  sur  Q  par  les  arêtes  des  trièdres  trircc- 
tangles  situés  sur  S  enveloppent  un  cône  de  second  degré. 

53.  Étant  données  deux  coniques  telles  qu'il  existe  des  triangles 
inscrits  à  l'une  et  circonscrits  à  l'autre,  les  centres  des  cercles  circon- 
scrits à  ces  triangles  sont  sur  une  conique.  L'enveloppe  de  ces  cercles 
est  une  cyclique. 

54.  Toutes  les  cycliques  qui  passent  par  sept  points  passent  par  un 
huitième. 

55.  Toutes  les  cycliques  qui  passent  par  cinq  points  fixes  d'une 
cyclique  donnée  la  coupent  en  trois  autres  points.  Le  cercle  qui  passe 
par  ces  trois  points  coupe  la  cyclique  en  un  quatrième  point  fixe. 

56.  11  existe  une  infinité  de  coniques  touchant  une  cyclique  en  quatre 
points  équidistants  du  centre  des  déférentes. 

57.  Étant  donnés  trois  couples  de  points  {a,  a'),  (b,  h")  et  (c,  c'), 
lieu  des  points  m  tels  que  les  cercles  maa',  mhb'  et  mec'  se  coupent  en 
un  point  m' .  Enveloppe  de  la  droite  mm'. 

58.  Étudier  la  transformation  qui  associe  entre  eux  les  points  où 
deux  plans  fixes  coupent  les  droites  d'une  congruence  linéaire  {pro- 
jection gauche  ). 

59.  Étant  donnés  deux  triangles  abc  et  a' b' c'  dans  un  même  plan, 
lieu  des  points  m  et  m'  tels  que  les  droites  ma,  mb  et  me  soient  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  nî a! ,  m' b'  elm'c'. 

60.  Si  trois  coniques  sont  bitangentes  à  une  même  conique  et  cir- 
conscrites d  un  triangle  abc,  les  trois  autres  points  où  elles  se  coupent 
deux  à  deux  déterminent  un  triangle  homologique  au  triangle  abc. 

61.  Toute  quartique  à  trois  points  doubles  admet  quatre  tangentes 
doubles  qui  déterminent  quatre  triangles  homologiques  au  triangle  des 
points  doubles. 

62.  Étant  donnée  une  conique  fixe  C  et  deux  points  fixes  p  et  q,  on 
associe  les  points  m  et  ??i'  tels  que  la  conique  qui  passe  par  ces  points 
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et  par  les  points  d'inlorsoction  do  C.  avec  leurs  [)(>laires  passe  aussi 
par  p  et  7.  On  diMinil  ainsi  une  traiisfurniation  du  second  ordre  dont 
les  points  doubles  sont  les  points  de  roncontre  des  tanj^entes  menées 
à  C  de  p  el  7.  Cas  particulier  où  ptj  touche  (1. 

03.  Toutes  les  ipiadriipies  conjuL;uées  11  cinq  segments  dont  les 
extrémités  appartiennent  à  deux  |)lans  fixes  sont  aussi  conjuguées  à  un 
sixième  seymenl  analogue. 

ni.  On  considère  dans  l'espace  deux  (piadrilatères  [)lans,  admettant 
pour  couples  de  sommets  op|)oscs,  le  premier  a  el  n',  h  el  //,  c  et  c  \ 
le  second,  a  et  a',  ^  et  p',  y  cl  y',  a,  h  et  c  étanl  en  ligne  droite,  ainsi 
que  a,  [i  et  y.  6i  l'on  relie  |)ar  six  tiges  articulées  les  sommets  «et  a', 
a  et  «',  b  et  P',  ^  et  //,  c  et  y',  7  t't  c' .  on  obtient  un  système  défor- 
mable. 

60.  Étudier  la  transformation  de  contact  qui  associe  à  tout  point  de 
l'espace  la  droite  commune  à  ses  plans  polaires  relativement  à  deux 
qiiadriqucs  fixes.  Montrer  (ju'à  un  plan  correspond  une  cubique  gauche. 

66.  Dans  la  transformation  de  Lie,  toutes  les  droites  isotropes  ayant 
une  môme  direction  correspondent  aux  points  d'un  j)l;in  qui  passe  par 
une  droite  fixe  X.  Celte  droite  apparlienl  au  complexe  linéaire  (A) 
des  droites  auxquelles  correspondent  des  cônes  isotropes.  Aux  éléments 
de  contact  de  X  correspondent  ceux  de  l'ombiliculc. 

67.  Étant  donné  un  élément  de  contact  arbitraire,  déterminer  celui 
qui  lui  correspond  dans  la  transformation  de  Lie.  Ce  dernier  corres- 
pond en  général  à  deux  éléments  de  contact  conjugués  au  complexe  (A). 
Aux  éléments  de  contact  do  ce  complexe  correspondent  une  infinité 
d'éléments  de  contact,  qui  sont  ceux  d'un  même  plan  isotrope  le  long 
d'une  droite  isotrope.  Enfin  les  éléments  de  contact  de  l'ombilicale 
correspondent  à  une  infinité  d'éléments  de  contact  du  complexe  (A), 
appartenant  à  une  droite  de  ce  complexe  rencontrant  X. 

68.  A  toute  demi-quadrique  engendrée  par  des  droites  du  com- 
plexe (A)  correspond  un  cercle,  qui  se  réduit  à  une  droite,  quand  la 
demi-quadrique  contient  X. 

69.  Si  l'on  considère  un  hyperboloïde  formé  par  des  droites  de  (A) 
s'appuyant  sur  X,  ses  génératrices  du  même  système  que  X  se  trans- 
forment en  sphères  concentriques. 

70.  Étant  donné  un  point  fixe  w,  à  tout  point  m  on  associe  le  cercle  - 
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de  centre  w,  admettant  pour  axe  la  droite  tom,  et  dont  le  rayon  est 
égal  à  la  distance  com  :  on  définit  ainsi  la  transformation  apsidale.  Un 
plan  se  transforme  ainsi  en  cylindre  de  révolution;  en  déduire  la  con- 
struction de  deux  éléments  de  contact  correspondants.  (La  transformée 
d'un  ellipsoïde  de  centre  w  est  une  surface  de  l'onde. 
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cations. —  18 i.  Points  doubles  de  deux  transformations.  —  182.  Transforma- 
tions quadratiques  dont  on  donne  cinq  couples  de  points  conjugués.  — 
183.  Application  à  l'étude  d'un  déplacement  remarquable.  —  184.  Transforma- 
tions birationnelles i33  à  142 

Transformation  de  Lie  :  185-186.  Complexes  et  congruences.  —  187-188.  Re- 
marques préliminaires. —  189-19"2.  Transformation  de  Lie 142  à  147 

EXERCICES 149  à  i56 


FIN    DE   LA   T.VBLE   DES   MATIERES. 


26786       Paris.  —  Imprimerie  GAIJTIIIEU-VILLARS,  quai  des  Grands-Augustins,  55. 
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